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Числовые ряды

В ряде прикладных задач возникает необходимость использова-
ния математических объектов, формально являющихся суммой чисел
с неограниченным числом слагаемых.

Такие объекты, по исторически сложившимися причинам, называ-
емые числовыми рядами, можно описать, используя

Определение
7.1

Пусть дана некоторая числовая последователь-
ность {𝑎𝑛}. Тогда, формально записанное, выра-
жение вида

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + . . .+ 𝑎𝑛 + . . . =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

называется числовым рядом, а числа
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . 𝑎𝑛, . . . – членами числового ря-
да.
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А также

Определение
7.2

Суммы первых 𝑛 членов числового ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + . . .+ 𝑎𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

называются частичными суммами этого ряда.

и

Определение
7.3

Если существует lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 𝐴, то числовой

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется сходящимся, а число

𝐴 называется суммой ряда.

В противном случае числовой ряд называется
расходящимся.
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Задача
7.1

Найти сумму ряда
∞∑︀
𝑘=1

1

𝑘 + 𝑘2
.

Решение.

Решение
получено.

Заметим, что в данном случае 𝑎𝑘 =
1

𝑘 + 𝑘2
=

1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
,

поэтому

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 𝑘2
=

(︃
1

1
−

1

2

)︃
+

(︃
1

2
−

1

3

)︃
+. . .+

(︃
1

𝑛
−

1

𝑛+ 1

)︃
=

= 1−
1

𝑛+ 1
→ 1 при 𝑛 → ∞ .

Значит
∞∑︀
𝑘=1

1

𝑘 + 𝑘2
= 1 .
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Задача
7.2

Найти сумму ряда
∞∑︀
𝑘=0

1

3𝑘
.

Решение.

Решение
получено.

В этой задаче

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

1

3𝑘
=

1−
1

3𝑛+1

1−
1

3

→
3

2
при 𝑛 → ∞ .

То есть,
∞∑︀
𝑘=0

1

3𝑘
=

3

2
.
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Теорема
7.1

Если lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 ̸= 0 , то ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 расходится.

Это — необходимое условие сходимости числового ряда. Его иллю-
стрирует

Задача
7.3

Исследовать на сходимость ряд
∞∑︀
𝑘=1

(︃
3𝑘3 − 1

3𝑘3 + 2

)︃𝑘3

Решение.

Решение
получено.

Имеем

lim
𝑘→∞

(︃
3𝑘3 − 1

3𝑘3 + 2

)︃𝑘3

= lim
𝑘→∞

(︃
1−

3

3𝑘3 + 2

)︃𝑘3

=

= lim
𝑘→∞

⎛⎜⎜⎝1−
1

𝑘3 +
2

3

⎞⎟⎟⎠
𝑘3+ 2

3

· lim
𝑘→∞

⎛⎜⎜⎝1−
1

𝑘3 +
2

3

⎞⎟⎟⎠
− 2

3

=
1

𝑒
̸= 0 .

Поэтому данный ряд расходится.
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Определение 7.3 по сути является частным случаем определения
предела числовой последовательности некоторого специального вида.
При этом его практическое использование ограничивается тем, что в
формулировке этого определения используется значение числа 𝐴, ко-
торое может оказаться (чаще всего 𝐴 таковым и является) неизвест-
ным.

Поэтому представляют интерес критерии, позволяющие делать за-
ключение о сходимости (или расходимости) числового ряда, без нахож-
дения значения числа 𝐴. Примером такого критерия может служить,
скажем, теорема 7.1.

Более общим и практически более эффективным критерием такого
рода может служить
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Теорема
7.2
(критерий
Коши)

Числовой ряд ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится тогда и
только тогда, когда последовательность частич-
ных сумм этого ряда {𝑆𝑛} фундаментальна, т.е.
∀𝜀 > 0 ∃𝑁𝜀 ∈ N такое, что для всех натуральных
𝑛 ≥ 𝑁𝜀 и ∀𝑝 ∈ N справедливо

|𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀 .

Этот критерий — одновременно необходимое и достаточное усло-
вие сходимости числового ряда. Поэтому для доказательства расходи-
мости числового ряда может быть использована
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Теорема
7.3
(отрицание
критерия
Коши)

Числовой ряд ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится тогда и
только тогда, когда
∃𝜀0 > 0 такое, что ∀𝑁 ∈ N найдутся 𝑛0 ≥ 𝑁 и 𝑝0 ∈ N ,
для которых выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛0+𝑝0∑︁
𝑘=𝑛0+1

𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝜀0 .

Использование критерия Коши и его отрицания иллюстрирует
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Задача
7.4

Доказать, что:

1) ряд
∞∑︀
𝑘=1

1

𝑘2
сходится ;

2) ряд
∞∑︀
𝑘=1

1

𝑘
расходится .

Решение. 1) Имеем оценку

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑘2
≤

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

1

(𝑘 − 1)𝑘
=

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

(︃
1

𝑘 − 1
−

1

𝑘

)︃
=

=
1

𝑛
−

1

𝑛+ 𝑝
<

1

𝑛
.

Подберем теперь номер 𝑁𝜀, исходя из величины 𝜀 > 0.

Пусть 𝑛 ≥ 𝑁𝜀, тогда
1

𝑛
≤

1

𝑁𝜀
. Нам нужно, чтобы было

1

𝑛
< 𝜀. Для чего возьмем 𝑁𝜀 такое, что

1

𝑁𝜀
< 𝜀 =⇒

=⇒ 𝑁𝜀 >
1

𝜀
.

Этому условию удовлетворяет натуральное 𝑁𝜀, равное,

например: 𝑁𝜀 =

[︃
1

𝜀

]︃
+ 1, где [𝑥] — целая часть числа

𝑥. В итоге имеем, что

∀𝜀 > 0 ∃𝑁𝜀 =

[︃
1

𝜀

]︃
+ 1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁𝜀 и ∀𝑝 ∈ N −→

−→

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀 .

Поэтому данный числовой ряд сходится по критерию Ко-
ши.
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Решение
получено.

2) Здесь используем другую оценку

𝑛0+𝑝0∑︁
𝑘=𝑛0+1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑛0 + 1
+

1

𝑛0 + 2
+ . . .+

1

𝑛0 + 𝑝0

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝑝0

𝑛0 + 𝑝0
.

Поскольку 𝑝0 любое натуральное, то возьмем 𝑝0 = 𝑛0 , а

это дает
𝑝0

𝑛0 + 𝑝0
=

1

2
.

В итоге получаем, что

∀𝑁 ∈ N ∃𝜀0 =
1

2
: ∃𝑛0 = 𝑁 + 1 и 𝑝0 = 𝑛0 −→

−→

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛0+𝑝0∑︁
𝑘=𝑛0+1

1

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 1

2
= 𝜀0 .

Следовательно, данный числовой ряд расходится.
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Рассмотрим еще один пример использования критерия Коши

Задача
7.5

Доказать, что ряд
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘 + 1
сходится ;

Решение. 1) Имеем⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁
𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘

𝑘 + 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑛+ 2
−

1

𝑛+ 3
+

1

𝑛+ 4
−

1

𝑛+ 5
+ . . .

. . .−
(−1)𝑛+(𝑝−2)

𝑛+ (𝑝− 1)
+

(−1)𝑛+(𝑝−1)

𝑛+ 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

(уменьшим знаменатель каждого положительного слага-
емого на 1)
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Решение
получено.

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑛+ 1
−

1

𝑛+ 3
+

1

𝑛+ 3
−

1

𝑛+ 5
+

1

𝑛+ 5
−

1

𝑛+ 7
+ . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒

Заметим, что, если последнее слагаемое имеет положи-
тельный знак, то оно уничтожается с предыдущим. В
противном случае мы его, просто, отбрасываем, увели-
чивая оценку «сверху».
В итоге получаем, что⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘

𝑘 + 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑛+ 1
∀𝑝 ∈ N .

Проводя рассуждения, как в 1) задачи 7.4, приходим к за-
ключению, что данный числовой ряд по критерию Коши
сходится.
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Обратим внимание на свойство числовых рядов, заключающееся
в том, что сумма слагаемых с неограниченным числом слагаемых не
обладает, вообще говоря, свойством ассоциативности.

Проиллюстрируем этот факт следующими примерами.

Задача
7.6

Показать неприменимость сочетательного свойства
для суммы вида

𝐴 = 1+2−3+1+2−3+1+2−3+1+2−3+1+2−3+ . . .

Решение. 1) Заметим предварительно, что ряд, все члены которого
суть нули, сходится и его сумма равна нулю. Это следует
из того, что любая последовательность частичных сумм
этого ряда есть нулевая.
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Решение
получено.

2) Попробуем подсчитать сумму рассматриваемого ряда,
сгруппировав слагаемые сначала как

𝐴 = (1+2−3)+(1+2−3)+(1+2−3)+(1+2−3)+(1+2−3)+. . . .

В этом случае мы приходим к заключению, что 𝐴 = 0,
поскольку каждая сумма в скобках дает ноль.

Однако, при другом способе группировки

𝐴 = 1+(2−3+1)+(2−3+1)+(2−3+1)+(2−3+1)+(2−3+. . .

получаем 𝐴 = 1. Это и означает неприменимость соче-
тательного правила для сумм с неограниченным числом
слагаемых.
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Задача 7.6 может показаться не очень убедительным примером, по-
скольку рассмотренный в ней рад не является сходящимся. Действи-
тельно, для него не выполнено необходимое условие сходимости ряда
lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0 . Поэтому рассмотрим еще раз числовой ряд из задачи 7.5.

Задача
7.7

Показать, что сумма ряда
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘 + 1
зависит от спо-

соба группировки его членов.

Решение. 1) Поскольку ряд сходится (более того, можно показать,
что 𝐴 = ln 2), то мы имеем

𝐴 =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘 + 1
=

= 1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
+

1

7
− . . .+

1

2𝑛− 1
−

1

2𝑛
+ . . .
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Решение
получено.

Перегруппируем слагаемые ряда следующим образом(︃
1−

1

2
−

1

4

)︃
+

(︃
1

3
−

1

6
−

1

8

)︃
+. . .+

(︃
1

2𝑛− 1
−

1

4𝑛− 2
−

1

4𝑛

)︃
+. . .

=

(︃
1

2
−

1

4

)︃
+

(︃
1

6
−

1

8

)︃
+. . .+

(︃
1

4𝑛− 2
−

1

4𝑛

)︃
+. . . =

=
1

2

(︃
1−

1

2

)︃
+

1

2

(︃
1

3
−

1

4

)︃
+ . . .+

1

2

(︃
1

2𝑛− 1
−

1

2𝑛

)︃
+ . . . =

=
1

2

(︃
1−

1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
+ . . .+

1

2𝑛− 1
−

1

2𝑛
+ . . .

)︃
=

𝐴

2
.

Это означает, что изменение способа группировки слагае-
мых в данном случае не нарушает сходимости, но меняет
сумму ряда.
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Числовые ряды с неотрицательными членами

Если 𝑎𝑘 ≥ 0 ∀𝑘 ∈ N, то для числового ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 имеются

дополнительные возможности исследования его на сходимость. При-
ведем основные из них.

Теорема
7.4

Ряд с неотрицательными членами сходится тогда
и только тогда, когда последовательность его ча-
стичных сумм ограничена.

Последовательность частичных сумм числового ряда с неотрица-
тельными членами очевидно монотонно возрастающая, поскольку

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 = 𝑆𝑛 ≤ 𝑆𝑛+1 =

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 = 𝑆𝑛 + 𝑎𝑛+1 .

С другой стороны. монотонно возрастающая и ограниченная сверху
числовая последовательность сходится по теореме Вейерштрасса.
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Теорема
7.5
(1-й
признак
сравнения)

Если для числовых рядов
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 существу-

ет номер 𝑁 такой, что ∀𝑘 ≥ 𝑁 0 ≤ 𝑎𝑘 ≤ 𝑏𝑘 , то

из сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 следует сходимость ря-

да
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 , а из расходимости рада
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 , следует

расходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 .

Теорема
7.6 (2-й
признак
сравнения)

Числовые ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходятся или расхо-
дятся одновременно, если существуют:

1) номер 𝑁 такой, что ∀𝑘 ≥ 𝑁 0 < 𝑎𝑘 и 0 ≤ 𝑏𝑘 ,

и

2) конечный ненулевой предел lim
𝑘→∞

𝑏𝑘

𝑎𝑘
.

Для радов с неотрицательными членами может оказаться приме-
нимым, основанный на использовании формулы Тейлора, метод выде-
ления главной части.
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Теорема
7.7
(инте-
гральный
признак)

Если функция 𝑓(𝑥) неотрицательная и убываю-

щая на [1, +∞) , то числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) и несоб-

ственный интеграл
+∞∫︀
1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся или расхо-
дятся одновременно.

Задача
7.8

Исследовать на сходимость ряд
∞∑︀
𝑘=1

1

𝑘𝜆
.

Решение.

Решение
получено.

Из интегрального признака следует, что данный ряд схо-
дится и расходится одновременно с несобственным инте-
гралом

+∞∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥𝜆
.

Поэтому исследуемый ряд сходится при 𝜆 > 1 и расхо-
дится при 𝜆 ≤ 1 .
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Наконец, приведем важные для практики признаки Далембера и
Коши.

Теорема
7.9
(признак
Даламбера)

Если 𝑎𝑘 > 0 ∀𝑘 ∈ N и существует lim
𝑘→∞

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
= 𝜆,

то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится при 𝜆 < 1 и расходится при

𝜆 > 1 . В случае 𝜆 = 1 ряд может как сходиться,
так и расходиться.

Теорема
7.10
(признак
Коши)

Если 𝑎𝑘 ≥ 0 ∀𝑘 ∈ N и существует lim
𝑘→∞

𝑘
√
𝑎𝑘 = 𝜆, то

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится при 𝜆 < 1 и расходится при

𝜆 > 1 . В случае 𝜆 = 1 ряд может как сходиться,
так и расходиться.
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Задача
7.9

Исследовать на сходимость ряды

1)
∞∑︀
𝑘=1

𝑘!

𝑘𝑘
,

2)
∞∑︀
𝑘=2

1

(ln 𝑘)ln 𝑘
.

Решение.

Решение
получено.

1) Применим 1-й признак сравнения

𝑘!

𝑘𝑘
=

1 · 2 · 3 · 4 . . . 𝑘
𝑘 · 𝑘 · 𝑘 · 𝑘 . . . 𝑘

≤
1 · 2 · 𝑘 · 𝑘 . . . 𝑘
𝑘 · 𝑘 · 𝑘 · 𝑘 . . . 𝑘

=
1 · 2
𝑘 · 𝑘

=
2

𝑘2

Использовав решение задачи 7.8, получим, что ряд схо-
дится.

2) Воспользуемся равенством ln 𝑘 = 𝑘log𝑘(ln 𝑘) = 𝑘
ln ln 𝑘
ln 𝑘 .

Тогда общий член ряда примет вид 1
𝑘ln ln 𝑘 . Поскольку

при достаточно больших 𝑘 верно, что ln ln 𝑘 > 2 , мы по-
лучаем оценку

1

(ln 𝑘)ln 𝑘
=

1

𝑘ln ln 𝑘
<

1

𝑘2
.

Значит, по 1-му признаку сравнения ряд сходится.
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Задача
7.10

Исследовать на сходимость ряды

1)
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝑘

𝜆𝑘𝑘!
, 𝜆 > 0 ,

2)
∞∑︀
𝑘=1

𝑘3

(︃
2𝑘 + 1

3𝑘 + 2

)︃𝑘

.

Решение. 1) Применим признак Даламбера, имеем при 𝑘 → ∞

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
=

(𝑘 + 1)𝑘+1 · 𝜆𝑘 · 𝑘!
𝜆𝑘+1 · (𝑘 + 1)! · 𝑘𝑘

=
1

𝜆

(︃
1 +

1

𝑘

)︃𝑘

−→
𝑒

𝜆
.

получаем, что ряд расходится при 𝜆 < 𝑒 и сходится при
𝜆 > 𝑒.
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Решение
получено.

2) Воспользуемся признаком Коши, имеем при 𝑘 → ∞

𝑘
√
𝑎𝑘 =

𝑘

⎯⎸⎸⎷𝑘3

(︃
2𝑘 + 1

3𝑘 + 2

)︃𝑘

=
𝑘
√
𝑘3

2𝑘 + 1

3𝑘 + 2
=

=
(︁

𝑘
√
𝑘
)︁3 2𝑘 + 1

3𝑘 + 2
=−→

2

3
< 1 .

Значит, по признаку Коши рассматриваемый ряд сходит-
ся.

3) В заключение (ради любопытства) попробуем исполь-
зовать для исследования первого ряда признак Коши.

Иначе говоря, попытаемся оценить lim
𝑘→∞

𝑘

√︂
𝑘𝑘

𝜆𝑘𝑘!
.

Здесь можно применить метод выделения главной части,

использовав формулу Стирлинга 𝑘! ∼
√
2𝜋𝑘

(︃
𝑘

𝑒

)︃𝑘

, ко-

торая дает ожидаемое

𝑘

√︃
𝑘𝑘

𝜆𝑘𝑘!
=

𝑘

𝜆 𝑘
√
𝑘!

∼
𝑘

𝜆
·
𝑒

𝑘

√︃
1

𝑘
√
2𝜋𝑘

−→
𝑘→∞

𝑒

𝜆
.
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В завершение темы приведем еще один пример использования ме-
тода выделения главной части.

Задача
7.11

Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝1−

√︃
𝑘2 − 1

𝑘2 + 1

⎞⎠𝜆

.

Решение. 1) Дважды применим формулы Тейлора для биномиаль-
ной функции, чтобы выделить главную часть выражения
в круглых скобках:

1−

√︃
𝑘2 − 1

𝑘2 + 1
= 1−

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷ 1−
1

𝑘2

1 +
1

𝑘2

= 1−

⎯⎸⎸⎷(︃1− 1

𝑘2

)︃(︃
1 +

1

𝑘2

)︃−1

=

= 1−

⎯⎸⎸⎷1−
2

𝑘2
+ 𝑜

(︃
1

𝑘2

)︃
= 1−

(︃
1−

1

𝑘2
+ 𝑜

(︃
1

𝑘2

)︃)︃
∼

1

𝑘2
.
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Решение
получено.

2) По 2-му признаку сравнения исследуемый ряд будет
сходиться и расходиться одновременно с рядом

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2𝜆
.

Применяя еще раз решение задачи 7.8, получаем, что ис-

следуемый ряд сходится при 2𝜆 > 1 =⇒ 𝜆 >
1

2
.
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Знакопеременные числовые ряды

Рассмотрим некоторые виды числовых рядов, когда знак члена чис-
лового ряда может меняться при изменении его номера,

Абсолютно сходящиеся ряды

Вначале дадим

Определение
7.4 Числовой ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется абсолютно

сходящимся, если сходится ряд
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘| .

Важность класса абсолютно сходящихся рядов, в первую очередь,
следует из утверждения

Теорема
7.11

Пусть ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится абсолютно. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

(︀
𝑎𝑘 + 𝑏𝑘

)︀
сходится (или расходится) одновре-

менно с рядом
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 .
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Укажем основные свойства абсолютно сходящихся рядов.

Теорема
7.12

Пусть ряд
∞∑︀
𝑘=1

| 𝑎𝑘| сходится и его сумма равна 𝑆 .

Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 также сходится. Если он имеет

сумму 𝜎 , то справедлив оценка |𝜎| ≤ 𝑆 .

Теорема
7.13

Пусть ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится абсолютно и его сумма

равна 𝑆 . Тогда ряд, получаемый из
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 про-

извольной перестановкой его слагаемых, также
сходится абсолютно и его сумма равна 𝑆 .

Заметим, что перестановка слагаемых в числовом ряде дает новый
ряд поскольку возникает иная числовая последовательность, ряд по-
рождающая. Однако, в условиях теоремы 7.13 при этом сумма ряда
не меняется.

Теорема
7.14

Если ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходятся абсолютно,

то при любых 𝜆 и 𝜇 ряд вида

∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆𝑎𝑘 + 𝜇𝑏𝑘

)︁
также сходится абсолютно .
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Знакочередующиеся ряды

Определение
7.5

Знакочередующимся называется числовой ряд

вида
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑎𝑘 , в котором 𝑎𝑘 ≥ 0 ∀𝑘 ∈ N .

Опишем некоторые свойства знакочередующихся рядов.

Теорема
7.15
(признак
Лейбница)

Если lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0 и ∀𝑘 ∈ N : 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑘+1 ≥ 0 , то

ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑎𝑘 сходится.

Теорема
7.16

Если выполнены все условия теоремы 7.17 и
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑎𝑘 = 𝑆 , а
𝑛∑︀

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑎𝑘 = 𝑆𝑛 , то спра-

ведлива оценка
⃒⃒⃒
𝑆 − 𝑆𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝑎𝑛+1 .
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Задача
7.12

Исследовать на сходимость ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘𝜆
.

Решение.

Решение
получено.

В данном примере 𝑎𝑘 =
1

𝑘𝜆
. Эта числовая последователь-

ность с положительными членами и она будет бесконечно
малой, причем монотонно убывающей, при 𝜆 > 0 .

Тогда по признаку Лейбница рассматриваемый ряд будет
сходиться при 𝜆 > 0 .
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Условие монотонности 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑘+1 в признаке Лейбница существен-
но, что иллюстрирует

Задача
7.13

Исследовать на сходимость ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘

3
√
𝑘 − (−1)𝑘

.

Решение. Применим метод выделения главной части

(−1)𝑘

3
√
𝑘 − (−1)𝑘

=

(−1)𝑘

3
√
𝑘

1−
(−1)𝑘

3
√
𝑘

=

=
(−1)𝑘

3
√
𝑘

(︃
1 +

(−1)𝑘

3
√
𝑘

+
1

3
√
𝑘2

+ 𝑜

(︃
1

3
√
𝑘2

)︃)︃
=

=
(−1)𝑘

3
√
𝑘

+
1

3
√
𝑘2

+
(−1)𝑘

𝑘 3
√
𝑘

+ 𝑜

(︃
1

3
√
𝑘2

)︃
.
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Решение
получено.

Тогда исследуемый ряд примет вид

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

3
√
𝑘

+

∞∑︁
𝑘

1
3
√
𝑘2

+
∞∑︁
𝑘

[︃
(−1)𝑘

𝑘 3
√
𝑘

+ 𝑜

(︃
1

3
√
𝑘2

)︃]︃
.

Ряд с общим членом, стоящим в квадратных скобках, схо-
дится абсолютно. Поэтому (в силу теоремы 7.11) условия
сходимости исследуемого ряда будут такими же, что и
для суммы рядов

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

3
√
𝑘

+

∞∑︁
𝑘=1

1
3
√
𝑘2

,

первый из которых сходится по признаку Лейбница, а
второй расходится (см решение задачи 7.8).

Значит, расходится и исследуемый ряд.



Мн.-мерн. МА. Инт. Ряды Умнов А.Е.,Умнов Е.А. Тема07 2024/25г 32

Для исследования сходимости рядов более сложной структуры
можно попытаться воспользоваться достаточными признаками Дири-
хле и Абеля.

Теорема
7.17
(признак
Дирихле)

Если частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 ограничены, а

последовательность {𝑏𝑘} монотонная и бесконеч-

но малая, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 сходится.

Теорема
7.18
(признак
Абеля)

Если последовательность {𝑏𝑘} монотонна и огра-

ничена, а ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, то сходится и ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 .

Для более точного описания условий сходимости числовых рядов
также может оказаться полезным

Определение
7.6

Числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется условно схо-

дящимся, если он сходится, но при этом расходит-

ся ряд
∞∑︀
𝑘=1

| 𝑎𝑘| .
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Задача
7.14

Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

cos
𝜋𝑘

4

(𝑘 + 2)
√︁
ln3(𝑘 + 3)

.

Решение.

Решение
получено.

Используем оценку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ cos

𝜋𝑘

4

(𝑘 + 2)
√︁
ln3(𝑘 + 3)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤ 1

𝑘 ln3/2 𝑘
.

Следовательно, исследуемый ряд сходится абсолютно
по признакум сравнения и интегрального признака, по-
скольку сходится несобственный интеграл от знакопосто-

янной функции
+∞∫︀
1

𝑑𝑥

𝑥 ln3/2 𝑥
.
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Задача
7.15

Исследовать при ∀𝜆 ∈ R на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘

𝑘𝜆
.

Решение. 1) При 𝜆 ≤ 0 ряд расходится, поскольку

lim
𝑘→∞

sin 𝑘

𝑘𝜆
̸= 0 ,

то есть, не выполнено необходимое условие сходимости
числового ряда.

2) При 𝜆 > 1 ряд сходится по признаку сравнения, по-
скольку справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

⃒ sin 𝑘

𝑘𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑘𝜆
,
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Решение
получено.

3) При 0 < 𝜆 ≤ 1 ряд сходится неабсолютно по признаку
Дирихле.

Действительно, пусть 𝑎𝑘 = sin 𝑘 и 𝑏𝑘 =
1

𝑘𝜆
. В этом слу-

чае последовательность {𝑏𝑘} бесконечно малая и моно-
тонная, а последовательность частичных сумм вида (со-
гласно известным из тригонометрии формулам)

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘 =

sin
𝑛

2
sin

𝑛+ 1

2

sin
1

2

≤
1

sin
1

2

ограничена.

4) При 0 < 𝜆 ≤ 1 ряд абсолютно не сходится по призкаку
сравнения в силу оценок⃒⃒⃒⃒

⃒ sin 𝑘

𝑘𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ sin2 𝑘

𝑘𝜆
=

1

2𝑘𝜆
+

cos 2𝑘

2𝑘𝜆
,

поскольку ряд
𝑛∑︀

𝑘=1

cos 2𝑘

2𝑘𝜆
сходится условно (см. вы-

ше, п. 3) ), а ряд
𝑛∑︀

𝑘=1

1

2𝑘𝜆
расходится.
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В заключение рассмотрим примеры использования метода выделе-
ния главной части, признака Лейбница и признака Абеля.

Задача
7.16

Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

(︃
1− cos

𝜋
√
𝑘

)︃
.

Решение.

Решение
получено.

Применив формулу Тейлора, получим

(−1)𝑘

(︃
1− cos

𝜋
√
𝑘

)︃
= (−1)𝑘

𝜋2

𝑘
−

[︃
1

2

𝜋4

𝑘2
+ 𝑜

(︃
1

𝑘3

)︃ ]︃
.

Ряд с общим членом, стоящим в квадратных скобках, схо-

дится абсолютно, в то время как ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
𝜋2

𝑘
схо-

дится условно по признаку Лейбница. Значит, исходный
ряд также сходится, но неабсолютно.
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Задача
7.17

Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘 · arctg 𝑘
ln(𝑘 + 1)

.

Решение.

Решение
получено.

Обозначим 𝑎𝑘 =
cos 𝑘

ln(𝑘 + 1)
и 𝑏𝑘 = arctg 𝑘 . При этом

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится по признаку Дирихле, а последо-

вательность {𝑏𝑘} — монотонна и ограничена.

Тогда исследуемый ряд сходится по признаку Абеля.
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Задача
7.18

Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝ √︃
𝑘2 +

𝑘

2
· ln

(︃
1 +

1

𝑘

)︃⎞⎠𝑘2

.

Решение.

Решение
получено.

Попробуем применить признак Коши для знакопостоян-
ного ряда. То есть, нам надо оценить lim

𝑘→∞
𝑘
√
𝑎𝑘 . Имеем

𝑘
√
𝑎𝑘 =

⎡⎣√︃ 𝑘2 +
𝑘

2
· ln

(︃
1 +

1

𝑘

)︃⎤⎦𝑘

=

=

⎡⎣𝑘
√︃

1 +
1

2𝑘
· ln

(︃
1 +

1

𝑘

)︃⎤⎦𝑘

=

=

[︃
𝑘

(︃
1 +

1

4𝑘
+ 𝑜

(︃
1

𝑘

)︃ )︃
·

(︃
1

𝑘
−

1

2𝑘2
+ 𝑜

(︃
1

𝑘2

)︃ )︃]︃𝑘
=

=

[︃
1−

1

4𝑘
+ 𝑜

(︃
1

𝑘

)︃ ]︃𝑘
→ 𝑒−

1
4 < 1 при 𝑘 → ∞ .

Значит, исследуемый ряд сходится по признаку Коши.

Обратите внимание на, потребовавшееся при выделении
главной части, число членов в разложении логарифма.


