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Существование и единственность решения
задачи Коши

Cформулируем и докажем основную теорему о существовании и
единственности локального решения задачи Коши для нормальной си-
стемы дифференциальных уравнений 𝑛-го порядка (см. определения
4.1.1 и 4.1.2.) Приведем доказательство теоремы Коши в ее общем ва-
рианте.

Теорема
4.3.1
(Коши)

Пусть в области 𝐺 ⊆ 𝐸𝑛+1 вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�)

– непрерывна;

– на каждом компакте в области 𝐺 удовлетво-
ряет условию Липшица с константой Лип-
шица равной 𝐿.

Тогда ∀
⃦⃦⃦⃦

𝑥0

�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 найдется 𝛿 > 0 такое, что на

отрезке [𝑥0− 𝛿, 𝑥0 + 𝛿 ] существует и притом един-
ственное решение задачи Коши:

�⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0 .
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Доказательство.

1∘. Согласно определению нормы для любого замкнутого и ограни-
ченного множества 𝑄 ⊆ 𝐺 существуют числа 𝑀 > 0 и 𝐿 > 0 такие,
что ⟨

𝑓(𝑥, �⃗�)
⟩
≤ 𝑀 ∀

⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑄,

поскольку вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�) непрерывна в 𝑄 и⟨
𝑓(𝑥, �⃗�) − 𝑓(𝑥, �⃗�)

⟩
≤ 𝐿

⟨︀
�⃗� − �⃗�

⟩︀
∀
⃦⃦⃦⃦

𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑄 ,

так как 𝑓(𝑥, �⃗�) удовлетворяет условию Липшица.

2∘. Рассмотрим в 𝐸𝑛+1 замкнутый цилиндр

𝑄𝑟 ≡

{︃
𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿𝑟, 𝑥0 + 𝛿𝑟 ] ,
⟨ �⃗� − �⃗�0⟩ ≤ 𝑟 .

}︃
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В последней формуле пусть параметр

𝛿𝑟 =
𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
,

а положительное 𝑟 возьмем, в свою очередь, настолько малым, что-
бы 𝑄𝑟 ⊂ 𝐺 .

Геометрическая интерпретация сделаного выбора параметров для
𝑛 = 1 показана на рис. 4.2.

3∘. На множестве 𝑋𝑟 – вектор-функций непрерывно дифференци-
руемых на отрезке [𝑥0 − 𝛿𝑟, 𝑥0 + 𝛿𝑟 ], построим оператор, действие
которого определяется формулой

̂︀Φ �⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 . (4.3.1)

Тогда система интегральных уравнений (4.1.3) может быть записа-
на в виде �⃗�(𝑥) = ̂︀Φ �⃗�(𝑥).
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4∘. Покажем, что этот оператор является сжимающим на замкну-
том шаре радиуса 𝑟 и с центром на элементе �⃗�0

𝑈𝑟(�⃗�0) ≡
{︀
�⃗� ∈ 𝑋𝑟 : ⟨ �⃗� − �⃗�0⟩ ≤ 𝑟

}︀
.

Действительно, в силу определения нормы, леммы 4.3.1 и условия
Липшица справедлива оценка

⟨ ̂︀Φ�⃗�(𝑥) − ̂︀Φ�⃗�(𝑥)
⟩
≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

⟨
𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) − 𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢))

⟩
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

𝐿 ⟨ �⃗�(𝑢) − �⃗�(𝑢)⟩ 𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛿𝑟𝐿 ⟨ �⃗�(𝑥) − �⃗�(𝑥)⟩ .

Сжимаемость следует из очевидного неравенства для коэффициен-
та сжатия

𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿 =
𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
< 1 .
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5∘. С другой стороны, в силу леммы 4.3.1 и ограниченности вектор-
функции 𝑓(𝑥, �⃗�) имеем

⟨ ̂︀Φ�⃗�0 − �⃗�0

⟩
≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

⟨
𝑓(𝑢, �⃗�0)

⟩
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛿𝑟𝑀 = (1 − 𝑞𝑟)𝑟 .

Последняя оценка вытекает непосредственно из включения 𝑥 ∈

[𝑥0 − 𝛿𝑟, 𝑥0 + 𝛿𝑟] и формулы 𝛿𝑟 =
𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
.

Действительно,

𝛿𝑟𝑀 =
𝑀

𝑀 + 𝐿𝑟
𝑟 =

𝑀 + 𝐿𝑟 − 𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
𝑟 =

(︃
1 −

𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟

)︃
𝑟 = (1 − 𝑞𝑟) 𝑟 ,

поскольку ранее мы нашли, что

𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿 =
𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
.
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Рис. 1. К доказательству тонремы Коши
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6∘. Согласно теореме 4.2.1 (принцип сжимающих операторов) опе-
ратор

̂︀Φ �⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 .

имеет в шаре 𝑈𝑟(�⃗�0) неподвижную точку �⃗� *(𝑥), являющуюся един-
ственным решением уравнения

�⃗� *(𝑥) = ̂︀Φ �⃗� *(𝑥),

которая в следствие равносильности (теорема 4.1.1) задач:

�⃗� ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥, �⃗�(𝑥)) ; �⃗�(𝑥0) = �⃗�0

и

�⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 ,

есть решение исходной задачи Коши (4.1.1) – (4.1.2).
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Следствие
4.3.1

Утверждение теоремы 1.1.1 справедливо.

Доказательство.
Покажем, что, если вектор-функция 𝑓(�⃗�) (с координатным пред-
ставлением ‖ 𝑓1(�⃗�) 𝑓2(�⃗�) . . . 𝑓𝑛(�⃗�) ‖T) �⃗� ∈ 𝐸𝑛 непрерывно диффе-
ренцируема в выпуклой, замкнутой и ограниченной области 𝐺, то
она удовлетворяет условию Липшица.

Из курса математического анализа известно (лемма Адамара), что
∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝐺 ∃ 𝜉(𝑘) = 𝜆(𝑘)�⃗� + (1 − 𝜆(𝑘))�⃗�, 𝜆(𝑘) ∈ [0, 1], для которого

𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�) =
(︁

grad𝑓𝑘(𝜉(𝑘)), �⃗� − �⃗�
)︁

∀𝑘 = [1, 𝑛] .

В этом случае 𝜉(𝑘) принадлежит отрезку в 𝐺, соединяющему �⃗� и �⃗�.

Тогда в силу неравенства Коши-Буняковского и свойств функций
непрерывных на компакте

| 𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�) | ≤
𝑛∑︁

𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 |

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑓𝑘(𝜉(𝑘))

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑀𝑘

𝑛∑︁
𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 | ,

где 𝑀𝑘 = max
1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑓𝑘(𝜉(𝑘))

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Откуда, по определению нормы⟨
𝑓(�⃗�) − 𝑓(�⃗�)

⟩
= max

1≤𝑘≤𝑛
max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

⃒⃒
𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�)

⃒⃒
≤

≤ max
1≤𝑘≤𝑛

max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

𝑀𝑘

𝑛∑︀
𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 | ≤

≤
(︀

max
1≤𝑘≤𝑛

𝑀𝑘

)︀ (︀
max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

𝑛 max
1≤𝑗≤𝑛

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 |
)︀
≤

≤ 𝑀 𝑛 ⟨�⃗� − �⃗�⟩ = 𝐿 ⟨�⃗� − �⃗�⟩ ,

где 𝑀 = max
1≤𝑘≤𝑛

𝑀𝑘, а 𝐿 = 𝑛𝑀.

Таким образом, из условия теоремы 1.1.1 следует выполнение усло-
вий теоремы 4.3.1. Поэтому утверждение теоремы 1.1.1, следующее
из утверждения теоремы 4.3.1, справедливо.
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Продолжаемость
локального решения задачи Коши

Уточним и расширим понятие продолжения решения задачи Коши,
дав

Определение
4.4.1

Пусть вектор-функция �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] – решение
задачи Коши (4.1.1) – (4.1.2). Будем говорить, что
вектор-функция �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎,𝐵] – частное реше-
ние уравнения (4.1.1) – является продолжением
вперед решения �⃗�(𝑥), если

𝑏 < 𝐵 и �⃗�(𝑥) ≡ �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .
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В случае когда 𝐵 = +∞, решение задачи Коши
называется неограниченно продолжаемым впе-
ред.

Продолжаемость назад решения задачи Коши
определяется аналогично для 𝐴 < 𝑎.

Наконец, решение задачи Коши �⃗�(𝑥) называет-
ся непродолжаемым на промежутке {𝑎, 𝑏}, если
для каждого другого решения этой задачи �⃗�1(𝑥),
определенного на промежутке {𝐴,𝐵} и совпада-
ющего с �⃗�(𝑥) на {𝐴,𝐵} ∩ {𝑎, 𝑏}, оказывается, что

{𝐴,𝐵} ⊆ {𝑎, 𝑏}.
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Имеет место

Теорема
4.4.1

Пусть в области 𝐺 выполнены условия теоре-
мы 4.3.1 (Коши). Тогда задача Коши (4.1.1) –
(4.1.2) имеет единственное непродолжимое реше-
ние, определенное на некотором максимальном
интервале (𝛼, 𝛽).

Доказательство.
Для простоты сначала рассмотрим лишь случай продолжения впе-
ред. Пусть �⃗�(𝑥) – локальное решение задачи Коши, существование
и единственность которого следует из теоремы 4.3.1. И пусть 𝐺 –
замкнутая, ограниченная область. Покажем, что решение может
быть продолжено вперед до 𝛾 – границы 𝐺.
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Если оказалось, что
⃦⃦⃦⃦

𝑥0 + 𝛼𝛿𝑟
�⃗�(𝑥0 + 𝛼𝛿𝑟)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾, 0 < 𝛼 ≤ 1 ,

то доказательство этого утверждения завершено. В противном
случае положим 𝑥(1) = 𝑥0 + 𝛿𝑟 и решим новую задачу Коши:
�⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) , �⃗�(𝑥(1)) = �⃗�(𝑥(1)) . Находим ее решение на отрез-
ке [𝑥0, 𝑥(2)], где 𝑥(2) > 𝑥(1) и т.д. В итоге мы получаем моно-
тонно возрастающую последовательность {𝑥(𝑘)} , которая ограни-
чена сверху в силу ограниченности 𝐺. Значит, она имеет предел
𝐵 = sup

𝑘
{𝑥(𝑘)} = max

𝑘
{𝑥(𝑘)}, поскольку 𝐺 замкнуто.

Из ограниченности производной решения задачи Коши сле-
дует равномерная непрерывность этого решения. Значит точка
‖𝐵 �⃗�(𝐵) ‖T ∈ 𝛾 и дальнейшее продолжение вперед в 𝐺 невоз-
можно.
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Пусть 𝐺 не является замкнутой, ограниченной областью. Ап-
проксимируем ее изнутри расширяющейся последовательностью
замкнутых, ограниченных областей {𝑈 (𝑛)} с границами 𝛾(𝑛) ∀𝑛 та-

кими, что
⃦⃦⃦⃦

𝑥0

�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑈 (𝑛) и 𝑈 (𝑛) ⊂ 𝑈 (𝑛+1) ⊂ 𝐺 . Для каждого 𝑛

решение задачи Коши существует на отрезке [𝑎(𝑛), 𝑏(𝑛)] , причем⃦⃦⃦⃦
𝑎(𝑛)

�⃗�(𝑎(𝑛))

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾(𝑛) и

⃦⃦⃦⃦
𝑏(𝑛)

�⃗�(𝑏(𝑛))

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾(𝑛) .

Последовательность {𝑎(𝑛)} монотонно убывающая, а {𝑏(𝑛)} мо-
нотонно возрастающая. Следовательно они имеют пределы (быть
может, бесконечные), равные 𝛼 и 𝛽 соответственно.

Таким образом, интервал (𝛼, 𝛽) оказывается максимальным ин-
тервалом существования решения задачи Коши в области 𝐺.
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Из этой теоремы следует, что точки графика решения задачи Коши
могут подходить сколь угодно близко к границе области 𝐺 или же
уходить в бесконечность, если область 𝐺 не ограничена. Иначе говоря,
продолжение возможно пока выполняются условия существования и
единственности, что иллюстрирует

Задача
4.4.1

Найти максимальное непродолжимое решение следую-
щих задач Коши (при 𝑛 = 1).

Решение. 1∘. 𝑦′ = 1, 𝑦(0) = 0, 𝐺 = {|𝑦| ≤ 2, |𝑥| ≤ 1}. В этом
случае график решения 𝑦(𝑥) = 𝑥 достигает гра-

ницы области 𝐺, а его предельная точка
⃦⃦⃦⃦

1
1

⃦⃦⃦⃦
принадлежит этой границе.

2∘. Пусть 𝑦′ = 𝑦2 + 1, 𝑦(0) = 0, а область 𝐺 = 𝐸2.

Здесь максимальный интервал будет

(︃
−
𝜋

2
,
𝜋

2

)︃
,

а непродолжаемое на нем решение задачи Коши

𝑦(𝑥) = tg 𝑥 стремится к ±∞ при 𝑥 → ±
𝜋

2
.

3∘. Наконец пусть 𝑦′ = −
1

𝑥2
cos

1

𝑥
, 𝑦

(︃
2

𝜋

)︃
= 1, а об-

ласть 𝐺 = {𝑥 > 0, −∞ < 𝑦 < +∞}. Решение

задачи Коши 𝑦(𝑥) = sin
1

𝑥
. Его предельные точки

при 𝑥 → +0 заполняют отрезок [−1, 1] на оси 𝑂𝑦.


