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Однородные системы линейных уравнений
с постоянными коэффициентами

Определение Нормальной системой линейных дифферен-
циальных уравнений с постоянными коэффици-
ентами порядка 𝑛 ≥ 2 называется система урав-
нений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏1(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + . . . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏2(𝑡),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�̇�𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1𝑥1(𝑡) + . . . + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏𝑛(𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥𝑘(𝑡) 𝑘 = [1, 𝑛] – комплексно-
значные непрерывно дифференцируемые неиз-
вестные функции вещественного аргумента, а
𝑏𝑘(𝑡), 𝑘 = [1, 𝑛] – заданные, непрерывные на 𝑇
функции, называемые свободными членами. Чис-
ла 𝑎𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] – комплексные константы.
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Рассмотрим теперь однородную систему линейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ . (1)

Свойства ее общего решения – совокупности всех частных решений
– описываются следующими утверждениями.

Теорема
1.
(Принцип
супер-
позиции)

Если ‖𝑥(1)(𝑡)‖ и ‖𝑥(2)(𝑡)‖ – частные решения си-
стемы (1), то ‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖𝑥(1)(𝑡)‖+𝐶2‖𝑥(2)(𝑡)‖ также
есть ее частное решение для любых комплексных
констант 𝐶1 и 𝐶2.

Следствие
1.

Множество всех частных решений однородной
системы (1) образует линейное пространство.
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Предположим теперь, что ‖𝐴‖ – матрица системы уравнений (1) –
задает в 𝑛-мерном унитарном пространстве 𝑈𝑛 со стандартным бази-
сом линейный оператор (точнее, линейное преобразование) ̂︀𝐴.

Возникает вопрос: «При каких ‖𝑓‖ ∈ 𝑈𝑛 и 𝜆 ∈ C частное нетриви-
альное решение системы (1) есть вектор-функция ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡?».

Чтобы ответить на него, подставим эту вектор-функцию в исход-
ную систему, получим

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ V ‖𝑓‖𝜆𝑒𝜆𝑡 = ‖𝐴‖‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡 V ‖𝐴‖‖𝑓‖ = 𝜆‖𝑓‖

поскольку 𝑒𝜆𝑡 ̸= 0.

Напомним что ненулевой элемент 𝑓 ∈ 𝑈𝑛 называется собственным
вектором оператора ̂︀𝐴, отвечающим собственному значению 𝜆, если̂︀𝐴𝑓 = 𝜆𝑓.

В координатной форме (как показывается в курсе линейной алгеб-
ры) последнее равенство будет иметь вид

‖ ̂︀𝐴‖‖𝑓‖ = 𝜆‖𝑓‖ .
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Таким образом, оказывается справедливой

Теорема
2.

Для того, чтобы вектор-функция ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡
являлась частным ненулевым решением системы
(1), необходимо и достаточно, чтобы ‖𝑓‖ был соб-
ственным вектором, а 𝜆 – соответствующим соб-
ственным значением линейного преобразования,
задаваемого матрицей ‖𝐴‖ в 𝑈𝑛.
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Вид общего решения однородной системы линейных дифференци-
альных уравнений устанавливает

Теорема
3.

Пусть в линейном пространстве 𝑈𝑛 существу-
ет базис

{︀
‖𝑓(1)‖, ‖𝑓(2)‖, . . . , ‖𝑓(𝑛)‖

}︀
из собственных

векторов линейного преобразования, задаваемо-
го в исходном базисе матрицей ‖𝐴‖, и пусть
{𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛} соответствующие этим собствен-
ным векторам собственные значения (среди ко-
торых могут быть и равные). Тогда

– 𝐶1‖𝑓(1)‖𝑒𝜆1𝑡 +𝐶2‖𝑓(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + . . .+𝐶𝑛‖𝑓(𝑛)‖𝑒𝜆𝑛𝑡 ,
где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные ком-
плексные числа, является частным реше-
нием системы (1);

– и каждое частное решение системы
(1) может быть представлено в виде
𝐶1‖𝑓(1)‖𝑒𝜆1𝑡 +𝐶2‖𝑓(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + . . .+𝐶𝑛‖𝑓(𝑛)‖𝑒𝜆𝑛𝑡 .

Следствие
2.

В условиях теоремы 3, линейное пространство,
образованное всеми частными решениями одно-
родной системы (1), является 𝑛-мерным.
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Таким образом, в тех случаях, когда из собственных векторов ли-
нейного преобразования ̂︀𝐴 можно образовать базис в 𝑈𝑛, общее реше-
ние системы (1) определяется теоремой 3.

В качестве достаточных признаков такой возможности удобно ис-
пользовать следующие, доказываемые в курсе линейной алгебры, кри-
терии.

Из собственных векторов линейного преобразования можно обра-
зовать базис в 𝑈𝑛, если

– все собственные значения ̂︀𝐴 попарно различны или;
– матрица ‖ ̂︀𝐴‖ эрмитовская (т.е., 𝛼𝑗𝑖 = 𝛼𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]) в 𝑈𝑛

(или же, в случае 𝐸𝑛, симметрическая).
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Использование теоремы 3проиллюстрируем следующей задачей.

Задача
1.

Найти общее решение системы линейных уравнений⎧⎨⎩ �̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑥3(𝑡),
�̇�2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥3(𝑡),
�̇�3(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡).

Решение. Найдем собственные значения и собственные векторы ли-
нейного преобразования, задаваемого в 𝑈3 матрицей

‖ ̂︀𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 1

1 0 −1
1 −1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,

являющейся матрицей данной системы дифференциаль-
ных уравнений.
Собственные значения являются корнями характеристи-
ческого уравнения

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −𝜆 1 1

1 −𝜆 −1
1 −1 −𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 =⇒ 𝜆3 − 3𝜆 + 2 = 0 .

Или (𝜆+2)(𝜆−1)2 = 0 , откуда 𝜆1 = −2, 𝜆2,3 = 1 .
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Пусть собственные векторы имеют координатные пред-
ставления ‖𝑓‖ = ‖𝜉1 𝜉2 𝜉3‖T. Каждый собственный век-
тор находится из системы линейных уравнений

‖ ̂︀𝐴− 𝜆 ̂︀𝐸‖‖𝑓‖ = ‖𝑜‖ .

Для собственного значения 𝜆1 = −2 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 1 1

1 2 −1
1 −1 2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1

𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
2𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0 ,
𝜉1 + 2𝜉2 − 𝜉3 = 0 ,

что дает ‖𝑓(1)‖ = ‖ − 1 1 1‖T.
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Решение
получено.

Для собственного значения 𝜆2,3 = 1 , у которого крат-
ность 2, получаем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1 1 1

1 −1 −1
1 −1 −1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1

𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︀
𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3 = 0 .

Откуда ‖𝑓(2)‖ = ‖1 1 0‖T и ‖𝑓(3)‖ = ‖1 0 1‖T.
Легко убедиться, что все три собственных вектора ли-
нейно независимые и образуют базис в 𝑈3. Тогда, соглас-
но теореме 3.1.3, общее решение исходной системы может
быть записано в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

1
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒−2𝑡 + 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

1
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝐶3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

0
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡,

где 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные числа.
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Если матрица исходной системы уравнений вещественна, то часто
оказывается необходимым выделение из общего комплексного решения
его вещественного подмножества.

Это можно сделать путем перехода в линейном пространстве част-
ных решений системы (1) к вещественному базису.

Действительно, в случае вещественной матрицы системы (1) неве-
щественные корни характеристического уравнения будут попарно ком-
плексно сопряженными. Комплексно сопряженными при этом окажут-
ся и соответствующие пары вектор-функций, являющимися решения-
ми, входящими в базис.

Каждую такую пару следует заменить двумя вектор-функциями,
являющимися вещественной и мнимой частью одной из вектор-
функций исходной пары. И процедура этого выделения практически
совпадает с методом, изложенным для случая линейного уравнения с
постоянными коэффициентами, рассмотренным нами ранее.
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Различие заключается в некоторых технических деталях, для ил-
люстрации которых достаточно рассмотреть конкретный пример.

Задача
2.

Найти общее вещественное решение системы линейных
уравнений⎧⎨⎩ �̇�1(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) − 𝑥3(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡),
�̇�3(𝑡) = 3𝑥1(𝑡) + 𝑥3(𝑡).

Решение. Найдем собственные значения и собственные векторы ли-
нейного преобразования, задаваемого в 𝑈3 матрицей

‖ ̂︀𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1 −1 −1

1 1 0
3 0 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Собственные значения являются корнями характеристи-
ческого уравнения

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1 − 𝜆 −1 −1

1 1 − 𝜆 0
3 0 1 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 =⇒ (1−𝜆)3+4(1−𝜆) = 0.

Или (𝜆−1)
(︀
(𝜆− 1)2 + 4

)︀
= 0, откуда 𝜆1 = 1, 𝜆2,3 = 1±2𝑖.
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Пусть собственные векторы имеют координатные пред-
ставления ‖𝑓‖ = ‖𝜉1 𝜉2 𝜉3‖T. Тогда каждый собствен-
ный вектор находится из системы линейных уравнений
‖ ̂︀𝐴− 𝜆 ̂︀𝐸‖‖𝑓‖ = ‖𝑜‖ .

Для собственного значения 𝜆1 = 1 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 −1 −1

1 0 0
3 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1

𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
𝜉2 + 𝜉3 = 0 ,

𝜉1 = 0 ,

что дает ‖𝑓(1)‖ = ‖0 1 − 1‖T.
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Для 𝜆2,3 = 1 ± 2𝑖 достаточно найти лишь один собствен-
ный вектор, например для 𝜆2 = 1 + 2𝑖, поскольку другой
должен быть ему комплексно сопряженным.

Имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2𝑖 −1 −1

1 −2𝑖 0
3 0 −2𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1

𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
𝜉1 − 2𝑖𝜉2 = 0 .
3𝜉1 − 2𝑖𝜉3 = 0 .

Откуда ‖𝑓(2)‖ = ‖2𝑖 1 3‖T и ‖𝑓(3)‖ = ‖ − 2𝑖 1 3‖T

Все три собственных вектора линейно независимые (по-
скольку собственные значения попарно различны) и об-
разуют базис в 𝑈3 . Согласно теореме 3, общее решение
исходной системы может быть записано в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
−1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡+

+𝐶2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1+2𝑖)𝑡 +𝐶3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1−2𝑖)𝑡,

где 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные постоянные.
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Построим теперь вещественный базис в линейном про-
странстве частных решений системы (1).

Пусть Φ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1+2𝑖)𝑡 = Re Φ(𝑡) + 𝑖 Im Φ(𝑡). Найдем

Re Φ(𝑡) и Im Φ(𝑡). Использовав правила действий с мат-
рицами и формулу Эйлера, получим

Φ(𝑡) =

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ + 𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎞⎠ 𝑒𝑡 (cos 2𝑡 + 𝑖 sin 2𝑡) =

=

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 cos 2𝑡−

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 sin 2𝑡

⎞⎠+

+𝑖

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 sin 2𝑡 +

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 cos 2𝑡

⎞⎠ .
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Решение
получено.

Или, сгруппировав подобные члены, найдем

Φ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 ,

что дает

ReΦ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 и ImΦ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 .

Теперь общее вещественное решение может быть записано
в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝑅1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
−1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡+

+𝑅2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝑅3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡,

где 𝑅1, 𝑅2 и 𝑅3 – произвольные вещественные постоян-
ные.
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Использование теоремы 3 формально не является необходимым. В простых задачах мож-
но использовать обычный метод исключения неизвестных. Это демонстрирует 
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Для полноты картины убедимся, что использование теоремы 3 приводит к тому же самому 
решению, что и метод исключения: 
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Рассмотрим теперь случай, когда теорема 3 не применима. 
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Однородные системы линейных уравнений
с постоянными коэффициентами
(случай жорданова базиса)

Рассмотрим теперь процедуру построения общего решения системы
уравнений

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ (1)

в случае, когда условия теоремы 3 не выполнены, то есть, базис из
собственных векторов построить не удается.

Такая ситуация может возникнуть при наличии кратного корня у
характеристического уравнения линейного преобразования ̂︀𝐴, задава-
емого в 𝑈𝑛 матрицей ‖𝐴‖, в случае, когда размерность собственного
подпространства строго меньше кратности этого корня.
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Напомним, что в случае базиса из собственных векторов общее ре-
шение системы (1) представляется следующим образом.

Пусть в линейном пространстве 𝑈𝑛 существует базис{︀
‖𝑓(1)‖, ‖𝑓(2)‖, . . . , ‖𝑓(𝑛)‖

}︀
из собственных векторов линейного

преобразования, задаваемого в исходном базисе матрицей ‖𝐴‖, и
пусть {𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛} соответствующие этим собственным векторам
собственные значения (среди которых могут быть и равные). Тогда
общее решение системы (1) имеет вид:

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖𝑓(1)‖𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶2‖𝑓(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + . . .+ 𝐶𝑛‖𝑓(𝑛)‖𝑒𝜆𝑛𝑡 , (2)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные числа, является част-
ным решением системы (1);
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В чем заключается полезность наличия базиса из собственных век-
торов?

Дело в том, что в базисе из собственных векторов матрица линей-
ного преобразования ̂︀𝐴 в 𝑈𝑛 имеет диагональный вид, а система (1)
с диагональной матрицей распадается на 𝑛 независимых уравнений
(первого порядка с постоянными коэффициентами) легко решается

�̇�𝑗(𝑡) = 𝜆𝑗𝑦𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑛] =⇒ 𝑦𝑗(𝑡) = 𝐷𝑗𝑒
𝜆𝑗𝑡 .

Остается лишь сделать обратный переход к исходному базису и полу-
чить формулу (2). Это выполнить легко, так как собственные значения
линейного преобразования не зависят от выбора базиса.
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Теперь рассмотрим случай, когда базис из собственных векторов
построить не удается.

Тогда можно воспользоваться теоремой Жордана, о том, что для
любого линейного преобразования ̂︀𝐴 существует базис, в котором его
матрица блочно-диагональная, причем ее блоками являются квадрат-
ные матрицы вида

‖𝐽𝑙(𝜆0)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝜆0 1 0 . . . 0 0 0
0 𝜆0 1 . . . 0 0 0
0 0 𝜆0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆0 1 0
0 0 0 . . . 0 𝜆0 1
0 0 0 . . . 0 0 𝜆0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
. (3)

Такую матрицу называют жордановой клеткой порядка 𝑙.
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Заметим, что матрица ‖𝐽𝑙(𝜆0)‖, определяющая линейное преобра-
зование ̂︀𝐽𝑙 в 𝑈 𝑙, у которого есть единственное собственное значение
𝜆 = 𝜆0 кратности 𝑙 и которому отвечает лишь один линейно независи-
мый собственный вектор ‖𝑓‖ = ‖1 0 0 . . . 0‖T, поскольку

rg ‖ ̂︀𝐽𝑙(𝜆0)− 𝜆0
̂︀𝐸‖ = 𝑙 − 1.

Значит, размерность собственного подпространства равна единице и
базис из собственных векторов ̂︀𝐽𝑙 в 𝑈 𝑙, в 𝑈 𝑙 не существует.
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Покажем, что система линейных уравнений (1), у которой матрица
есть жорданова клетка, хотя и не распадается на независимые урав-
нения, но, тем не менее, решается достаточно просто.

Действительно, в этом случае система (1) имеет вид

‖�̇�‖ = ‖𝐽𝑙(𝜆0)‖‖𝑦‖ (4)

То есть, ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

�̇�1
�̇�2
�̇�3
. . .
�̇�𝑙−1

�̇�𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝜆 1 0 . . . 0 0
0 𝜆 1 . . . 0 0
0 0 𝜆 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆 1
0 0 0 . . . 0 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝑦1
𝑦2
𝑦3
. . .
𝑦𝑙−1

𝑦𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

или ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝜆𝑦1 + 𝑦2 ,
�̇�2 = 𝜆𝑦2 + 𝑦3 ,
�̇�3 = 𝜆𝑦3 + 𝑦4 ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�̇�𝑙−1 = 𝜆𝑦𝑙−1 + 𝑦𝑙 ,
�̇�𝑙 = 𝜆𝑦𝑙 .
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Последнюю систему удобнее решать, сделав предварительно под-
становку

𝑦𝑗(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡𝑢𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑙].

В этом случае для 𝑢𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑙] получаем систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑢2(𝑡) ,
�̇�2(𝑡) = 𝑢3(𝑡) ,
�̇�3(𝑡) = 𝑢4(𝑡) ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�̇�𝑙−1(𝑡) = 𝑢𝑙(𝑡) ,
�̇�𝑙(𝑡) = 0 .

Решив эту систему, начиная с последнего уравнения, найдем, что

𝑢𝑙(𝑡) = 𝐶𝑙 ,

𝑢𝑙−1(𝑡) = 𝐶𝑙𝑡+ 𝐶𝑙−1 ,

𝑢𝑙−2(𝑡) = 𝐶𝑙

𝑡2

2
+ 𝐶𝑙−1𝑡+ 𝐶𝑙−2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑢1(𝑡) = 𝐶𝑙

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!
+ 𝐶𝑙−1

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!
+ . . .+ 𝐶2

𝑡

1!
+ 𝐶1 .
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Откуда

𝑦𝑙(𝑡) = 𝐶𝑙𝑒
𝜆𝑡 ,

𝑦𝑙−1(𝑡) =
(︁
𝐶𝑙𝑡+ 𝐶𝑙−1

)︁
𝑒𝜆𝑡 ,

𝑦𝑙−2(𝑡) =

(︃
𝐶𝑙

𝑡2

2
+ 𝐶𝑙−1𝑡+ 𝐶𝑙−2

)︃
𝑒𝜆𝑡 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦1(𝑡) =

(︃
𝐶𝑙

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!
+ 𝐶𝑙−1

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!
+ . . .+ 𝐶2

𝑡

1!
+ 𝐶1

)︃
𝑒𝜆𝑡 .

Таким образом мы получаем общее решение системы линейных
уравнений (4).

Переход к исходным неизвестным выполняется по стандартным
формулам обратного перехода от жорданова базиса к исходному, ко-
торые позволяют получить общее решение системы (1).
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Рассмотрим теперь вопрос о том, как по виду матрицы ‖𝐴‖ можно
постоить жорданов базис.

Элементы базиса в 𝑈 𝑙, в котором преобразование ‖ ̂︀𝐴‖ имеет матри-
цу вида (3), согласно (см. курс ЛА) определению матрицы линейного
преобразования, должны удовлетворять следующим соотношениям:

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(1)‖ = 𝜆0‖ℎ(1)‖ ,

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(2)‖ = 𝜆0‖ℎ(2)‖+ ‖ℎ(1)‖ ,

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(3)‖ = 𝜆0‖ℎ(3)‖+ ‖ℎ(2)‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(𝑙)‖ = 𝜆0‖ℎ(𝑙)‖+ ‖ℎ(𝑙−1)‖

=⇒

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(3)‖ = ‖ℎ(2)‖ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙)‖ = ‖ℎ(𝑙−1)‖ .

(5)
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Пусть 𝜆0 – собственное значение, а ‖ℎ(1)‖ – соответствующий ему
собственный вектор линейного преобразования ‖ ̂︀𝐴‖, действующего в
𝑈𝑛. Тогда можно дать

Определение
1.

Элементы ‖ℎ(1)‖, ‖ℎ(2)‖, . . . , ‖ℎ(𝑙)‖, принадле-
жащие 𝑈 𝑙 и являющиеся решениями уравнений:

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(3)‖ = ‖ℎ(2)‖ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙)‖ = ‖ℎ(𝑙−1)‖ ,

(4)

в то время как уравнение

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0
̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙+1)‖ = ‖ℎ(𝑙)‖

решений не имеет, называются жордановой це-
почкой длины 𝑙, начинающейся с собственного
вектора ‖ℎ(1)‖.

Элементы ‖ℎ(2)‖, ‖ℎ(3)‖, . . . , ‖ℎ(𝑙)‖ называются
присоединенными векторами к вектору ‖ℎ(1)‖.
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Пусть линейное преобразование ‖ ̂︀𝐴‖, действующее в 𝑈𝑛, заданное
матрицей ‖𝐴‖, имеет характеристический многочлен вида

𝐿(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)
𝑘1 (𝜆− 𝜆2)

𝑘2 · . . . · (𝜆− 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 ,

причем 𝜆𝑗 ̸= 𝜆𝑖 при 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑘1 + 𝑘2 + . . .+ 𝑘𝑠 = 𝑛.

Определение
2.

Будем говорить, что матрица ‖𝐴‖ имеет нормаль-
ную жорданову форму, если она представлена в
следующем блочно-диагональном виде
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Итак, 𝑞𝑗 равно максимальному числу линейно независимых соб-
ственных векторов, отвечающих 𝜆𝑗 , и для матрицы ‖𝐴‖ в жордановой
форме будут справедливы следующие утверждения.

1∘. Число ее жордановых блоков равно числу различных соб-
ственных значений матрицы ‖𝐴‖.

2∘. Размер каждого блока равен кратности собственного зна-
чения, соответствующего этому блоку. Сумма размеров всех
блоков равна 𝑛 – размеру матрицы ‖𝐴‖.

3∘. Число жордановых клеток в жордановом блоке равно раз-
мерности собственного подпространства собственного значе-
ния, соответствующего этому блоку, и равно числу жордано-
вых цепочек, начинающихся с различных линейно независи-
мых собственных векторов этого подпространства.

4∘. Сумма размеров всех жордановых клеток в жордановом бло-
ке равна размеру этого блока, то есть кратности собственного
значения, соответствующего данному блоку.
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Конкретно:

Пусть 𝑛 = 2 и 𝜆 есть двукратное собственное значение, у которого
собственное подпространство одномерное. Тогда общее решение систе-
мы (1) можно представить в виде

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶2

(︀
‖ℎ(1)‖𝑡+ ‖ℎ(2)‖

)︀
𝑒𝜆𝑡 , (6)

где ‖ℎ(1)‖ – собственный вектор, отвечающий собственному значению
𝜆, а ‖ℎ(2)‖ – присоединенный к нему вектор, найденный по формулам
(5).
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Пусть теперь 𝑛 = 3.
В случае, когда 𝜆1 имеет кратность 1 и ему отвечает собственный

вектор ‖ℎ(1)‖, а 𝜆2 — двукратное с собственным вектором ‖ℎ(2)‖ и
присоединенным ‖ℎ(3)‖ , формула общего решения такова

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶2‖ℎ(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + 𝐶3

(︀
‖ℎ(2)‖𝑡+ ‖ℎ(3)‖

)︀
𝑒𝜆2𝑡 .

Если же в трехмерной задаче кратность собственного значения 𝜆
равна трем, то возможны два случая.

Или размерность собственного подпространства есть два и жорда-
новых цепочек две, одна из которых состоит лишь из собственного
вектора ‖ℎ(1)‖, а вторая состоит из собственного вектора ‖ℎ(2)‖ и при-
соединенного ‖ℎ(3)‖, тогда решение имеет вид

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶2‖ℎ(2)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶3

(︀
‖ℎ(2)‖𝑡+ ‖ℎ(3)‖

)︀
𝑒𝜆𝑡 .
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Или же размерность собственного подпространства с собственным
вектором ‖ℎ(1)‖ равна единице, то в единственной жордановой цепоч-
ке будут два присоединенных к ‖ℎ(1)‖ вектора ‖ℎ(2)‖ и ‖ℎ(3)‖. Общее
решение в этом случае дается формулой

‖𝑥(𝑡)‖ =

(︃
𝐶1‖ℎ(1)‖+ 𝐶2

(︀
‖ℎ(1)‖𝑡+ ‖ℎ(2)‖

)︀
+

+𝐶3

(︂
‖ℎ(1)‖

𝑡2

2!
+ ‖ℎ(2)‖

𝑡

1!
+ ‖ℎ(3)‖

)︂)︃
𝑒𝜆𝑡 .

Во всех формулах 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные кон-
станты.
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СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
(Случай ЖОРДАНОВА БАЗИСА, примеры задач) 
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Теперь рассмотрим задачи с менее очевидными решениями. 
 
 

Пример 04.  Решить систему уравнений 







.4

,3

yxy

yxx




. 

 
 

Решение:  1) Матрица системы 
14

13




. Находим собственные значения и собствен-

ные векторы линейного преобразования, которое задается этой матрицей. 
 

Имеем 0
14

13
det 







 и соответственно 

 

.210)1( 12
2  k  

 

Собственные векторы  находятся из уравнения   ofEA  ˆˆ     или  

2

1

0

0

24

12

2

1

2

1 









 . 

 

Первое базисное частное решение     tt eef
2

1
 . 

 
2) Линейно независимый собственный вектор здесь один и в двумерном 
пространстве он базиса не образует. Найдем присоединенный вектор. из ус-

ловия fhEA  )1(
ˆˆ  . Это дает 

1

1

2

1

24

12

2

1

2

1 









 . 
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3) Используем табличную формулу     tehft 
)1(    для построения вто-

рой базисной вектор-функции:  tet 





  1

1
2
1 .  

Заметим, что для большей наглядности мы здесь (и в дальнейшем) исполь-
зуем обозначение f  для собственного вектора, с которого начинается 

жорданова цепочка. Второй же вектор в жордановой цепочке (он же − пер-

вый присоединенный вектор) обозначается как )1(h . 

 
4) Теперь можно записать общее решение: 
 

tt etCeC
ty
tx







  1

1
2
1

2
1

)(
)(

21 . 

 
5) Делаем проверку на окончание жордановой цепочки: пытаемся решить 
уравнение  

)1()2(
ˆˆ hhEA    . 

Или   



1

1

24

12

2

1




система не совместна. О.К. 
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Пример 05.  Решить систему уравнений 







yxy

yxx

4

,3




 методом неопределенных коэффи-

циентов. 
 
Решение:  1) Если k − кратность собственного значения  , больше размерности собст-

венного пространства m , то решение, отвечающее этому   можно искать в 
виде следующего векторного квазимногочлена с компонентами: 

 
  ],1[)( ,10 npetttx tmk

pmkppp  


   . 

 
Проблема в том, что среди   )1(  mkn    неопределенных коэффициентов 
должно быть n  независимых, через которые остальные коэффициенты будут 
выражаться. Но через какие именно? 
 
В нашем случае 2,1  k  и 1m . Поэтому будем искать решения в виде 
 








.)()(

,)()(

10

10

t

t

etty

ettx




 

 
2) Подставляем в исходную систему и сокращаем оба равенства на экспо-
ненту, получаем: 
 








)()(4)(

)()(3)(

1010101

1010101

ttt

ttt
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3) Если приравнять коэффициенты при одинаковых степенях t , то получа-
ется 
 

















11111

0010010

11111

0010010

24

244

23

23







 

 
 

Откуда 







100

11

2

2




 и 

 








t

t

etty

ettx

]2)2[()(

,)()(

110

10




   или   







.])(2[)(

,)()(

110

10

t

t

ettty

ettx




. 
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4) Наконец, в матричном виде находим 
 

tt ete
ty
tx









 1
0

2
1

2
1

)(
)(

10  , 

 

где нетрудно заметить, что вектор 1
0

)1( h  также является присоеди-

ненным, т.е., удовлетворяет условию fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Действительно, мы имели  
 

1

1

2

1

24

12

2

1

2

1 









 , 

 

но будет верным и 
 

1
0

2
1

24
12

2

1

2

1










 

 
Отметим также, что решение у нас само собой выразилось через две произ-
вольные константы:   0  и 1 . 
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Пример 06.  Решить систему уравнений 












.2

,353

,22

zyxz

zyxy

zyx







  

 
Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид  
 

0

121

353

22

det 









. 

 

Или, если вычислить детерминант, то  0)2()1( 2   . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для   21  .  Для этого надо решить систему  
 

0

0

0

321

333

222

3

2

1










. 

Получаем   

1

2

1

)1( f .  Следовательно, первая базисная вектор-функция 

будет иметь вид   te2

1

2

1

 . 
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3) Ищем собственные векторы для   123  ,  решая систему уравнений 

 

0
0
0

221
343
221

3

2

1










. 

Откуда 

2

3

2

)2( f  и вторая базисная вектор-функция te

2

3

2

 . 

 
4) Поскольку для 123   имеем  2k , а 1m  (почему так?), то базиса из 

собственных векторов построить не удастся.  
 

Будем искать присоединенный вектор по формуле fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Заметим, что основная матрица этой системы та же, что и основная матрица 
системы в п. 3).  
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Имеем 

2
3
2

221
343
221

3

2

1










 . 

 

В качестве ее решения − присоединенного вектора, можно взять 

1

0

0

)1(


h . 

Согласно табличной формуле   tehft )1()2(   третья базисная вектор 

функция будет tet 
















1
0
0

2
3
2

. 

 
5) В итоге формула общего решения принимает вид: 
 

ttt etCeCeC
tя
ty
tx


















1
0
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2
3
2

2
3
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2
1
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Пример 07.  Решить систему уравнений 













.

,3

,4

zxz

zyxy

yxx







  

 
Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид 
 

0

101

113

014

det 









. 

 

Или, если вычислить детерминант, то     0)2( 3  . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для 23,2,1  . Для этого надо решить систему  

 

0

0

101

012

0

0

0

101

113

012

3

2

1

3

2

1




















. 

Получаем 

1

2

1

)1( f . Следовательно, первая базисная вектор-функция бу-

дет иметь вид te2

1

2

1

.  
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3) Поскольку оказалось, что линейно независимый собственный вектор в 
этой задаче  только один, то будем искать два присоединенных к нему век-
тора, решая систему уравнений 
 

1
1
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012

1
2
1

101
113
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3

2

1

3

2

1

















. 

Откуда 

0

1

1

)1( h  . 

 
А затем, аналогично 
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. 

Откуда 

1

1

1

)2( h  . 
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4) В итоге, согласно формуле решения для 3k  с 1m ,  общее решение 
системы имеет вид: 
 

ttt et
t

CetCeC
tя
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tx
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Пример 08.  Решить систему уравнений 
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Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид 
 

0

211

212

112

det 








. 

 

Или, если вычислить детерминант, то     0)1( 3  . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для 13,2,1  . Для этого надо решить систему  
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 . 

 

Здесь 3k  и 2m  и, поскольку ранг основной матрицы системы оказыва-
ется равным единице, то получаем, приняв неизвестные 2  и 3  за свобод-

ные, 

0

1

1

)1( f      и     

1

0

1

)2( f  . 
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3) Будем искать присоединенный вектор по формуле   fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Заметим, что основная матрица этой системы та же, что и основная матрица 
системы в п. 3). Имеем 
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 . 

 

Тут очевидно, что решений нет. 
 
Попробуем иначе 
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Но и тут нет решений. Что же делать? 
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Дело в том, что жорданова цепочка обязательно начинается с собственного 
вектора, но, вообще говоря, не с любого.  
 
Попытаемся найти в собственном подпространстве, отвечающему 1 , 
подходящий собственный вектор в виде 
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Согласно теореме Кронекера-Капелли для разрешимости системы 
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необходимо и достаточно, чтобы 
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что будет иметь место при    2   и  1 .  
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Значит, надо решать систему 
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Это дает присоединенный вектор   

0

0

1

)1( h  , на котором, как нетрудно 

проверить, данная жорданова цепочка и заканчивается. 
 
 
5) В итоге формула общего решения принимает вид: 
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Обратите внимание, что в этой формуле в качестве второго линейно незави-
симого собственного вектора взят именно тот, для которого удалось постро-
ить жорданову цепочку. 

 


