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В простых задачах для решения систем линейных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами можно использовать обычный метод исключения неизвестных. 
Это демонстрирует 
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Для полноты картины убедимся, что использование теоремы 3 приводит к тому же самому 
решению, что и метод исключения: 
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Рассмотрим теперь случай, когда теорема 3 не применима. 
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СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
(Случай ЖОРДАНОВА БАЗИСА) 
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Теперь рассмотрим задачи с менее очевидными решениями. 
 
 

Пример 04.  Решить систему уравнений 
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Решение:  1) Матрица системы 
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. Находим собственные значения и собствен-

ные векторы линейного преобразования, которое задается этой матрицей. 
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Собственные векторы  находятся из уравнения   ofEA  ˆˆ     или  
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Первое базисное частное решение     tt eef
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2) Линейно независимый собственный вектор здесь один и в двумерном 
пространстве он базиса не образует. Найдем присоединенный вектор. из ус-

ловия fhEA  )1(
ˆˆ  . Это дает 
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3) Используем табличную формулу     tehft 
)1(    для построения вто-

рой базисной вектор-функции:  tet 
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1
2
1 .  

Заметим, что для большей наглядности мы здесь (и в дальнейшем) исполь-
зуем обозначение f  для собственного вектора, с которого начинается 

жорданова цепочка. Второй же вектор в жордановой цепочке (он же − пер-

вый присоединенный вектор) обозначается как )1(h . 

 
4) Теперь можно записать общее решение: 
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5) Делаем проверку на окончание жордановой цепочки: пытаемся решить 
уравнение  

)1()2(
ˆˆ hhEA    . 

Или   
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система не совместна. О.К. 
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Пример 05.  Решить систему уравнений 
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 методом неопределенных коэффи-

циентов. 
 
Решение:  1) Если k − кратность собственного значения  , больше размерности собст-

венного пространства m , то решение, отвечающее этому   можно искать в 
виде следующего векторного квазимногочлена с компонентами: 
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Проблема в том, что среди   )1(  mkn    неопределенных коэффициентов 
должно быть n  независимых, через которые остальные коэффициенты будут 
выражаться. Но через какие именно? 
 
В нашем случае 2,1  k  и 1m . Поэтому будем искать решения в виде 
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2) Подставляем в исходную систему и сокращаем оба равенства на экспо-
ненту, получаем: 
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3) Если приравнять коэффициенты при одинаковых степенях t , то получа-
ется 
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Откуда 
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4) Наконец, в матричном виде находим 
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где нетрудно заметить, что вектор 1
0

)1( h  также является присоеди-

ненным, т.е., удовлетворяет условию fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Действительно, мы имели  
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но будет верным и 
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Отметим также, что решение у нас само собой выразилось через две произ-
вольные константы:   0  и 1 . 
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Пример 06.  Решить систему уравнений 
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Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид  
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Или, если вычислить детерминант, то  0)2()1( 2   . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для   21  .  Для этого надо решить систему  
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будет иметь вид   te2

1

2

1

 . 

  



ПГНИУ семинары ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ   Умнов А.Е. 
Тема04. 2023/24 уч. года. 

42 

 
 
3) Ищем собственные векторы для   123  ,  решая систему уравнений 
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4) Поскольку для 123   имеем  2k , а 1m  (почему так?), то базиса из 

собственных векторов построить не удастся.  
 

Будем искать присоединенный вектор по формуле fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Заметим, что основная матрица этой системы та же, что и основная матрица 
системы в п. 3).  
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Имеем 
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В качестве ее решения − присоединенного вектора, можно взять 
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Согласно табличной формуле   tehft )1()2(   третья базисная вектор 
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5) В итоге формула общего решения принимает вид: 
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Пример 07.  Решить систему уравнений 
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Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид 
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Или, если вычислить детерминант, то     0)2( 3  . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для 23,2,1  . Для этого надо решить систему  
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3) Поскольку оказалось, что линейно независимый собственный вектор в 
этой задаче  только один, то будем искать два присоединенных к нему век-
тора, решая систему уравнений 
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А затем, аналогично 
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4) В итоге, согласно формуле решения для 3k  с 1m ,  общее решение 
системы имеет вид: 
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Пример 08.  Решить систему уравнений 
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Решение:  1) Характеристическое уравнение имеет вид 
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Или, если вычислить детерминант, то     0)1( 3  . 
 
 
2) Ищем собственные векторы для 13,2,1  . Для этого надо решить систему  
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Здесь 3k  и 2m  и, поскольку ранг основной матрицы системы оказыва-
ется равным единице, то получаем, приняв неизвестные 2  и 3  за свобод-

ные, 
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3) Будем искать присоединенный вектор по формуле   fhEA  )1(
ˆˆ  . 

Заметим, что основная матрица этой системы та же, что и основная матрица 
системы в п. 3). Имеем 
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Тут очевидно, что решений нет. 
 
Попробуем иначе 
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Но и тут нет решений. Что же делать? 
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Дело в том, что жорданова цепочка обязательно начинается с собственного 
вектора, но, вообще говоря, не с любого.  
 
Попытаемся найти в собственном подпространстве, отвечающему 1 , 
подходящий собственный вектор в виде 
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Согласно теореме Кронекера-Капелли для разрешимости системы 
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необходимо и достаточно, чтобы 
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что будет иметь место при    2   и  1 .  
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Значит, надо решать систему 
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Это дает присоединенный вектор   
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проверить, данная жорданова цепочка и заканчивается. 
 
 
5) В итоге формула общего решения принимает вид: 
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Обратите внимание, что в этой формуле в качестве второго линейно незави-
симого собственного вектора взят именно тот, для которого удалось постро-
ить жорданову цепочку. 

 


