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0.1. От авторов

Данное пособие предназначено для студентов, проходящих обуче-
ние в бакалавриате высшей школы по специализациям «Прикладные
математика и физика» и «Системный анализ». Оно также может быть
полезным как при подготовке к Государственному квалификационно-
му экзамену по выcшей математике, так и к вступительному экзамену
в магистратуру.

При составлении пособия авторы по возможности старались до-
биться максимального соответствия спектру тем и вопросов, традици-
онно включаемых в курс «Обыкновенные дифференциальные уравне-
ния», допуская при этом, что порядок следования материала, логика
и методика его изложения могут быть существенно различными.

Авторы искренне благодарны профессору Е.С. Половинкину за
доброжелательную критику и существенную помощь в определении
структуры пособия в целом. Они также выражают глубокую призна-
тельность доценту В.Б. Трушину, тщательно ознакомившемуся с пред-
варительными вариантами рукописи и сделавшему большое число по-
лезных замечаний и предложений по улучшению текста.

Версия текста с замеченными и исправленными неточностями и
опечатками доступна в Интернете на нашем сайте ˙www.umnov.ru .

Умнов А.Е., Умнов Е.А.
Москва, август 2024 г.
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0.2. Введение

Одним из достаточно широко используемых средств исследования
какого-либо реального объекта или процесса является математическое
моделирование – построение (формализованного в терминах матема-
тических понятий) описания этого объекта или процесса, адекватно
отражающего все его существенные свойства. Вполне очевидно, что
наиболее предпочтительной формой математической модели является
набор или система функциональных соотношений, в явном виде связы-
вающих основные количественные характеристики, описывающие мо-
делируемый объект или явление. Однако на практике добиться этого
удается не всегда и приходится использовать более сложные, косвен-
ные формы описания интересующих исследователя зависимостей.

Поясним сказанное примером. Пусть предметом исследования яв-
ляется процесс изменения (во времени) концентрации примеси в рас-
творе. Мы предполагаем, что все внешние для данного процесса усло-
вия неизменны (или меняются пренебрежимо слабо), в силу чего инте-
ресующую нас зависимость можно считать функциональной, а ее фор-
мализованное описание имеет вид функции 𝐾 = 𝐾(𝑡), где 𝑡 – время,
прошедшее с момента начала наблюдения, а 𝐾 – величина, характе-
ризующая уровень концентрации примеси в растворе.

Предположим, что априорное исследование процесса растворения
приводит к заключению, что (с достаточно высокой точностью) ско-
рость убывания концентрации пропорциональна величине самой кон-
центрации и может быть оценена величиной производной по времени
от функции 𝐾(𝑡). Это позволяет в качестве математически формали-
зованного описания (то есть модели) наблюдаемого процесса исполь-
зовать равенство

𝑑𝐾

𝑑 𝑡
= −𝜆 ·𝐾 , (0.1.1)

где величина 𝜆 постоянна и положительна. При этом нетрудно убе-
диться, что это соотношение оказывается верным равенством при

𝐾(𝑡) = 𝐶 · 𝑒−𝜆𝑡 ∀ 𝐶. (0.1.2)

Полученная функция и является инструментом исследования, описан-
ного в данном примере. Соотношение вида (0.1.1) принято называть
дифференциальным уравнением, а функцию (0.1.2) – его решением.

Наличие большого числа прикладных исследований в физике, тех-
нике, экономике, биологии и других научных направлениях, в которых
математическая модель содержит компоненты, связывающие искомые
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функциональные зависимости с их дифференциальными характери-
стиками, приводит к заключению о важности для процесса модели-
рования получения для конкретного дифференциального уравнения
ответов на вопросы: «Имеет ли это дифференциальное уравнение ре-
шения?», «А если имеет, то какими свойствами эти решения облада-
ют?» Раздел высшей математики, позволяющий получать ответы на
эти (и связанные с ними) вопросы, носит название Теория дифферен-
циальных уравнений. Изложению основ этой теории и посвящено на-
стоящее учебное пособие.

Ввиду большого разнообразия в способах задания связей между
искомой функцией и ее производными, дадим вначале определения
основных понятий, которые будут использоваться в рамках данного
курса. Обратите внимание, что в разных разделах курса эти опреде-
ления по мере необходимости могут несколько изменяться, уточняться
или пополняться новыми условиями.

Определение
0.1.1.

Дифференциальным уравнением будем называть
соотношение типа равенство двух функций, каж-
дая часть которого может содержать независи-
мые переменные, искомую функциональную зави-
симость и ее производные функции.

Определение
0.1.2

Если искомая зависимость, входящая в запись диф-
ференциального уравнения, есть функция одной
независимой переменной, то такое уравнение на-
зывается обыкновенным дифференциальным урав-
нением. Если же искомая функция зависит от
нескольких независимых переменных, то уравнение
называется уравнением в частных производных.

Пусть искомая функция 𝑦(𝑥) зависит от одной переменной 𝑥, тогда
дифференциальное уравнение, связывающее эту функцию с ее произ-
водными, принято записывать в виде

𝐹
(︁
𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, . . . , 𝑦(𝑛)

)︁
= 0 , (0.1.3)

где 𝐹 – известная непрерывная функция от 𝑛+ 2 переменных.

Определение
0.1.3

Порядком дифференциального уравнения называет-
ся порядок старшей производной от неизвестной
функции 𝑦(𝑥).
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В соответствии с этим определением уравнение (0.1.3) является
обыкновенным дифференциальным уравнением порядка 𝑛. В даль-
нейшем, если не оговорено иное, термин дифференциальное уравнение
будет означать обыкновенное дифференциальное уравнение.

Определение
0.1.4

Функция 𝑦(𝑥) называется частным решением диф-
ференциального уравнения (0.1.3), если

– функция 𝑦(𝑥) имеет в своей области опреде-
ления 𝑋 непрерывные производные до 𝑛-го
порядка включительно;

– область определения и область значений
функции 𝑦(𝑥) согласуются с множест-
вом Ω – областью определения функции
𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) , то есть

|| 𝑥 𝑦(𝑥) 𝑦′(𝑥) . . . 𝑦(𝑛)(𝑥) ||T ∈ Ω ∀𝑥 ∈ 𝑋 ;

– уравнение (0.1.3) превращается подстановкой
𝑦(𝑥) в верное равенство.

Множество всех частных решений дифференциаль-
ного уравнения называется его общим решением.

При этом следует иметь в виду, что общее решение дифференци-
ального уравнения лишь в ряде конкретных случаев может быть пред-
ставлено как элементарная функция, зависящая от каких-то парамет-
ров: например, как формула (0.1.2) описывает общее решение уравне-
ния (0.1.1).

Если требуется найти общее решение какого-либо дифференциаль-
ного уравнения, то говорят, что нужно решить (или, что то же самое,
проинтегрировать) это дифференциальное уравнение. Однако доста-
точно часто в процессе исследования оказывается необходимым найти
решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее некоторым
дополнительным условиям. Например, допустим, что среди решений
уравнения (0.1.1) нас интересуют лишь те, для которых концентрация
примеси в начальный момент равна 70%. Найти это решение в рассмат-
риваемом случае несложно, выбрав в формуле (0.1.2) такое значение
параметра 𝐶, при котором 𝐾(0) = 0.7, то есть 𝐶 = 0.7.

Задача отыскания частного решения дифференциального уравне-
ния, которое, возможно, как и некоторые его производные, имеют в
точке 𝑥0 заранее заданные значения, называется задачей Коши, точ-
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ные формулировки которой, различные для разных классов диффе-
ренциальных уравнений, будут рассмотрены в соответствующих раз-
делах курса.

Отметим также, что задача отыскания частного решения, удовлет-
воряющего условиям, задаваемым для нескольких (отличных друг от
друга) значений независимой переменной, носит название краевой за-
дачи. Понятно, что также могут возникать задачи отыскания частных
решений, удовлетворяющих ограничениям со структурой более слож-
ной, чем в задаче Коши или в краевой задаче.

Теперь заметим, что метод решения задач типа задачи Коши или
краевой задачи, основанный на выделении нужного частного решения
из общего, мало эффективен, а часто и вовсе невозможен, поскольку
редко когда удается получить форму записи общего решения, при-
годную для выделения частных решений. Поэтому весьма полезными
для практики оказываются методы исследования дифференциальных
уравнений, позволяющие делать заключения об особенностях (таких
как существование, единственность, непрерывность, дифференцируе-
мость и т.п.) нужных частных решений без построения общего реше-
ния и основанные лишь на использовании свойств функций, входящих
в запись уравнения.

Важность этих методов обусловлена следующими факторами. Во-
первых (как уже отмечалось), для подавляющего большинства клас-
сов дифференциальных уравнений получение формульной записи ре-
шений затруднено или просто невозможно. Использование же числен-
ных алгоритмов интегрирования корректно лишь в тех случаях, когда
существование и единственность искомого решения обоснованы.

Во-вторых, при построении математических моделей неизбежно ис-
пользование различных параметров, констант и других количествен-
ных характеристик, значения которых могут иметь некоторую погреш-
ность. Поэтому при использовании в математической модели диффе-
ренциальных уравнений необходимо быть уверенным в том, что малые
изменения значений параметров приводят к малым вариациям реше-
ний. Иначе говоря, необходимо обоснование свойства непрерывности
решений по всем константам, используемым в формулировке уравне-
ний, включая начальные, краевые и прочие количественные характе-
ристики.

Детальному изучению этого направления посвящена значительная
часть нашего курса, хотя вначале будут рассмотрены аналитические
методы поиска общих решений для часто используемых в приложени-
ях классов дифференциальных уравнений.
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Глава 1

Простейшие методы
решения
дифференциальных
уравнений

1.1. Уравнения первого порядка,
разрешенные относительно
производной

Изучение методов решения дифференциальных уравнений начнем
с уравнений вида

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), (1.1.1)

являющегося частным случаем уравнения (0.1.3) при 𝑛 = 1.
Символическая запись (1.1.1) означает следующее. Пусть в двух-

мерном евклидовом пространстве 𝐸2 с элементами, имеющими в
стандартном ортонормированном базисе координатные представления
|| 𝑥 𝑦 ||T, задана функция двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦). Тогда можно дать
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Определение
1.1.1

Функция 𝑦(𝑥) называется частным решением диф-
ференциального уравнения (1.1.1), если

– 𝑓(𝑥, 𝑦) непрерывна в своей области определе-
ния Ω ⊆ 𝐸2 ,

– 𝑦 = 𝑦(𝑥) непрерывно дифференцируемая в
своей области определения 𝑋 ⊆ 𝑅 функция,
причем || 𝑥 𝑦(𝑥) ||T ∈ Ω ∀𝑥 ∈ 𝑋 ,

– 𝑦′(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦(𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝑋 .

Поскольку каждой упорядоченной паре чисел {𝑥, 𝑦} можно поста-
вить во взаимно однозначное соответствие точку координатной плос-
кости с координатным представлением || 𝑥 𝑦 ||T, то график функ-
ции 𝑦 = 𝑦(𝑥) можно рассматривать как геометрическое представление
частного решения уравнения (1.1.1). Этот график обычно называют
интегральной кривой 1 уравнения (1.1.1).

Рассмотрим теперь альтернативные способы записи уравнения
(1.1.1). Использовав определение первого дифференциала, это урав-
нение можно представить в виде

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) , (1.1.2)

в котором производная функция 𝑦′(𝑥) выражена в виде дроби – отно-
шения дифференциалов переменных 𝑦 и 𝑥.

Из курса математического анализа известно, что формульная за-
пись функции может отличаться от стандартного вида – явной зави-
симости 𝑦 = 𝑦(𝑥). Например, функция 𝑦 = 𝑦(𝑥), являющаяся част-
ным решением уравнения (1.1.1), может быть представлена обрат-
ной 𝑥 = 𝑥(𝑦), если эта обратная функция существует. В этом случае
𝑥 = 𝑥(𝑦) есть частное решение уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1

𝑓(𝑥, 𝑦)
, (1.1.3)

интегрирование которого может оказаться более простой задачей, чем
решение уравнения (1.1.1). При этом, пользуясь таким представлением

1Слово кривая здесь не совсем удачное, так как график решения вполне может
быть и прямой. Термин линия, видимо, был бы более уместен.
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частного решения уравнения (1.1.1), следует иметь в виду, что урав-
нения (1.1.2) и (1.1.3), вообще говоря, неравносильны: некоторые ре-
шения одного из них могут не являться решениями другого.

Другой возможный способ описания частного решения уравнения
(1.1.1) – использование неявной формы зависимости 𝑦 от 𝑥, например,
в виде соотношения Φ(𝑥, 𝑦) = 0. В силу теоремы о неявных функциях в
этом случае (при выполнении естественных ограничений) оказывается
справедливым равенство

𝜕Φ

𝜕𝑥
+
𝜕Φ

𝜕𝑦
· 𝑦′𝑥 = 0 ,

и уравнение (1.1.1) становится уравнением (с неизвестной Φ(𝑥, 𝑦) –
функцией двух переменных) в частных производных вида

𝜕Φ

𝜕𝑥
+
𝜕Φ

𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 .

Иногда для описания частного решения уравнения (1.1.1) оказыва-
ется удобным использование параметрического способа задания функ-
ции. Пусть, например: {︂

𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡),

𝑡 ∈ Θ .

Согласно соответствующей теореме из курса математического анали-
за, производная 𝑦′𝑥 = 𝑦′𝑡/𝑥

′
𝑡, а уравнение (1.1.1) будет иметь вид

𝑦′𝑡 = 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) · 𝑥′𝑡 .

Использование альтернативных способов представления решений в
ряде случаев может существенно упростить процедуру интегрирова-
ния уравнения (1.1.1). Соответствующие примеры будут приведены в
других разделах курса.

Вместе с тем может оказаться так, что ни один из рассмотренных
выше способов описания частных решений оказывается применимым.
Например, для уравнения 𝑦′ = 𝑒−𝑥2

каждое частное решение не выра-
жается через элементарные функции, а представимо в виде

𝑦(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥0

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 ,

то есть выражается через определенный интеграл с переменным верх-
ним пределом.

13



Использование для записи решения дифференциального уравнения
сочетания конечного числа операций над элементарными функциями
и их суперпозиций с выражениями, содержащими определенные инте-
гралы с переменным верхним пределом, принято называть интегри-
рованием в квадратурах.

При этом отметим, что в общем случае и интегрирование в квадра-
турах может не давать описания частных решений уравнения (1.1.1).
Жозеф Лиувилль показал, например, что уравнение 𝑦′ = 𝑦2 + 𝑥 в
квадратурах неразрешимо.

Рис. 1.1. Поле направлений дифференциального уравнения (1.1.1)

Поскольку в общем случае явный вид решения уравнения (1.1.1)
найти не удается, то ради получения хотя бы приближенного пред-
ставления о его свойствах целесообразно попытаться выяснить гео-
метрический смысл этого уравнения и его решений. Для этого можно
поставить в соответствие каждой точке || 𝑥 𝑦 ||T некоторого множе-
ства Ω ⊆ 𝐸2 вектор с координатным представлением || 1 𝑓(𝑥, 𝑦) ||T.

Полученное векторное множество принято называть полем направ-
лений уравнения (1.1.1). Его основные геометрические свойства опре-
деляет теорема, называемая теоремой существования и единствен-
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ности решения задачи Коши вида

найти частное решение уравнения 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),

для которого 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 с {𝑥0, 𝑦0} ∈ Ω . (1.1.4)

Теорема
1.1.1
(Коши)

Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑦) и 𝜕𝑓
𝜕𝑦

непрерывны в обла-
сти Ω, а 𝑋 ⊆ 𝑅 – проекция Ω на ось 𝑂𝑥, тогда

— ∀𝑥0 ∈ 𝑋 ∃∆ > 0 такое, что решение задачи
Коши (1.1.4) существует ∀𝑥 ∈ UΔ(𝑥0),

и
— если 𝑦 = 𝑦1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋1, и 𝑦 = 𝑦2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋2, —

два решения задачи Коши (1.1.4), причем
𝑥0 ∈ 𝑋1 ∩𝑋2, то 𝑦1(𝑥) = 𝑦2(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋1 ∩𝑋2.

Доказательство

Доказательство будет приведено позднее (см. следствие 4.3.1
в § 4.3) для более общей формулировки теоремы.

Теорема доказана.

Из определения производной функции в точке следует, что

tg𝛼 = 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

(см. рис. 1.1). Поскольку 𝑓(𝑥, 𝑦) – функция, то интегральные кривые
пересекаться не могут, а могут лишь в крайнем случае касаться друг
друга. Если же функция 𝑓(𝑥, 𝑦) достаточно гладкая, чтобы удовлетво-
рить условиям теоремы 1.1.1, то невозможным оказывается и касание.

Свойство интегральных кривых, заключающееся в том, что они не
пересекаются и не касаются, можно использовать для построения при-
ближенного эскиза их графиков, поскольку очевидно, что каждая из
точек плоскости 𝑂𝑥𝑦, для которой 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑘, где 𝑘 = const, име-
ет касательную к интегральной кривой с одним и тем же угловым
коэффициентом 𝑘 = tg𝛼. Линию, каждая точка которой имеет один
и тот же угловой коэффициент, называют изоклиной. Графическое
представление семейства изоклин на плоскости 𝑂𝑥𝑦 позволяет делать
заключения о некоторых свойствах интегральных кривых и строить
эскизы их графиков, что демонстрирует
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Рис. 1.2. Эскиз семейства интегральных кривых задачи 1.1.1

Задача
1.1.1

Для уравнения 𝑦′ = 𝑦 + 𝑥 построить эскиз интегральных
кривых.

Решение Заметим, что в данной задаче условия теоремы 1.1.1 вы-
полнены, а область Ω есть вся координатная плоскость
𝑂𝑥𝑦. Уравнения изоклин имеют вид 𝑦 = −𝑥 + 𝑘, следо-
вательно – это семейство параллельных прямых, изобра-
женных голубым цветом на рис. 1.2.
Вполне очевидны следующие свойства интегральных
кривых: во-первых, они возрастают в точках, где 𝑘 > 0, и
убывают там, где 𝑘 < 0; во-вторых, 𝑦 = −𝑥− 1 – частное
решение исходного уравнения.
Если предположить, что функция 𝑦(𝑥) дважды непре-
рывно дифференцируема, то из условия 𝑦′ = 𝑦+𝑥 следует

𝑦′′ = 𝑦′ + 1 = 𝑦 + 𝑥+ 1 .
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Решение
получено.

То есть интегральные кривые выпуклы вниз в точках,
для которых 𝑦 + 𝑥 > −1 (так как здесь 𝑦′′ > 0), и, соот-
ветственно, выпуклы вверх при 𝑦+𝑥 < −1. При 𝑦+𝑥 = 0
касательные к интегральным кривым горизонтальны, са-
ми же интегральные кривые выпуклы вниз. Следователь-
но, в этих точках частные решения исходного уравнения
имеют минимум.
Принимая во внимание отмеченные свойства интеграль-
ных кривых, строим эскизы их графиков, которые пока-
заны на рис. 1.2 красным цветом.

В завершение обсуждения геометрической интерпретации уравне-
ния (1.1.1) отметим следующее важное обстоятельство. Теорема Коши
устанавливает существование и единственность решения задачи Ко-
ши локально лишь в некоторой, достаточно малой окрестности точки
𝑥0. Однако это решение может существовать и быть единственным на
существенно более протяженном промежутке (содержащем 𝑥0), чем
UΔ(𝑥0).

Примером может служить случай, когда

𝑦 = 𝑦1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋1, и 𝑦 = 𝑦2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋2,

суть два решения задачи Коши (1.1.4) c 𝑥0 ∈ 𝑋1 ∩𝑋2, но 𝑋1 ̸= 𝑋2.
По теореме Коши решение этой задачи имеет вид

𝑦 = 𝑦1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋1 ∖ (𝑋1 ∩𝑋2).

Аналогично в 𝑋2∖(𝑋1∩𝑋2) решением будет 𝑦 = 𝑦2(𝑥). Таким образом,
функция

𝑦(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑦1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋1 ∖ (𝑋1 ∩𝑋2),
𝑦1(𝑥) = 𝑦2(𝑥), ∈ 𝑥 ∈ 𝑋1 ∩𝑋2,
𝑦2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋2 ∖ (𝑋1 ∩𝑋2)

∀𝑥 ∈ 𝑋1 ∪𝑋2 (1.1.5)

есть решение задачи Коши на более широком, чем 𝑋1 или 𝑋2, проме-
жутке.

В этом случае принято говорить, что функция (1.1.5) есть продол-
жение решения задачи Коши (1.1.4) с промежутка 𝑋1 на множество
𝑋1 ∪ 𝑋2 . Аналогично эта же функция является продолжением с 𝑋2

на 𝑋1 ∪𝑋2 . Само решение 𝑦1(𝑥) = 𝑦2(𝑥) называется продолжимым.
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1.2. Уравнения с разделяющимися
переменными

Уравнения класса (1.1.1), имеющие вид

𝑦′ = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) , (1.2.1)

где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑦) непрерывны на промежутках 𝑋 и 𝑌 соответственно,
принято называть уравнениями с разделяющимися переменными. Эти
уравнения всегда интегрируются в квадратурах.

Сначала выделим очевидный случай: если существуют, принадле-
жащие промежутку 𝑌 , числа 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 такие, что 𝑔(𝛼𝑖) = 0, то
функции 𝑦(𝑥) ≡ 𝛼𝑖∀𝑖 = [1, 𝑘] суть частные решения уравнения (1.2.1).

Если же 𝑦 ̸= 𝛼𝑖 ( то есть 𝑔(𝑦) ̸= 0), то уравнение (1.2.1) равносиль-
но уравнению

𝑦′

𝑔(𝑦)
= 𝑓(𝑥) или 𝐺′

𝑥(𝑦(𝑥)) = 𝐹 ′(𝑥) ,

где 𝐺′
𝑥(𝑦(𝑥)) =

𝑦′(𝑥)

𝑔(𝑦(𝑥))
, а 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥), то есть 𝐺(𝑦) и 𝐹 (𝑥) суть неко-

торые первообразные функции 1
𝑔(𝑦)

и 𝑓(𝑥) соответственно.

Известно, что если две дифференцируемые функции на некото-
ром промежутке имеют равные производные, то эти функции мо-
гут отличаться только на константу. Поэтому справедливо равенство
𝐺(𝑦(𝑥)) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶 ∀𝐶 или же просто

𝐺(𝑦) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶 , (1.2.2)

которое определяет другое семейство частных решений уравнения
(1.2.1) и изображающих их на плоскости 𝑂𝑥𝑦 интегральных кривых.

Заметим, что (при желании) для любого 𝑦 из 𝑌 — подмножества 𝑌,
не содержащего точек, на которых 𝑔(𝑦) = 0 – это равенство предста-
вимо как 𝑦 = 𝐺−1 (𝐹 (𝑥) + 𝐶) , поскольку функция 𝐺′(𝑦) непрерывна
и знакопостоянна на 𝑌 , а функция 𝐺(𝑦) непрерывна и монотонна, и,
следовательно, имеет обратную.

Рассмотрим теперь для уравнения (1.2.1) задачу Коши следующего
вида:

найти частное решение 𝑦 = 𝑦(𝑥) уравнения (1.2.1),
для которого 𝑦0 = 𝑓(𝑥0), где 𝑥0 ∈ 𝑋 и 𝑦0 ∈ 𝑌 .
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Рис. 1.3. Интегральные кривые для уравнения в задаче 1.2.1

Во-первых, если 𝑔(𝑦0) = 0, то уравнение 𝑦′ = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) имеет оче-
видное решение 𝑦(𝑥) ≡ 𝑦0. Если же 𝑔(𝑦0) ̸= 0 при 𝑦0 ∈ 𝑌 , то решение
задачи Коши, в силу (1.2.2), будет иметь вид

𝐺(𝑦) −𝐺(𝑦0) = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥0) .

Обратите внимание, что в качестве константы 𝐶 в формуле (1.2.2)
выбрано число 𝐺(𝑦0) − 𝐹 (𝑥0).

Во-вторых, возможны случаи, когда решение задачи Коши не един-
ственно, что иллюстрирует
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Задача
1.2.1

Для уравнения 𝑦′ = 3 3
√︀
𝑦2 (1.2.3)

решить

задачи Коши: 𝑎) 𝑦(1) = 1 , 𝑏) 𝑦(0) = 0 ,

краевую задачу: 𝑐)
{︁
𝑦(−3) = −1 , 𝑦(1) = 1

}︁
.

Решение

Решение
получено.

Найдем вначале общее решение данного уравнения. Лег-
ко видеть, что 𝑦(𝑥) ≡ 0 есть его частное решение. Если же
𝑦(𝑥) ̸= 0, то из 𝑔(𝑦) = 3 3

√︀
𝑦2 и 𝑓(𝑥) = 1 следует:𝐺(𝑦) = 3

√
𝑦

и 𝐹 (𝑥) = 𝑥, что дает 3
√
𝑦 = 𝑥+ 𝐶 или 𝑦 = (𝑥+ 𝐶)3.

Итак, решение задачи Коши (1.2.3a) – функция 𝑦 = 𝑥3,
единственное в окрестности (1 − ∆1, 1 + ∆2).
При этом 0 ≤ ∆1 < 1 и 0 ≤ ∆2 < +∞, поскольку при
∆1 ≥ 1 единственность нарушается и, следовательно, ин-
тервал (0,+∞) является максимально широким множе-
ством однозначной продолжимости решения задачи Ко-
ши (1.2.3a).
Решение задачи Коши (1.2.3b) не единственное. Множе-
ство графиков решений задачи Коши в этом случае со-
стоит из гладких интегральных кривых, составленных
из «подходящих кусков» конкретных частных решений
уравнения (1.2.3), при условии, что хотя бы один из этих
кусков проходит через точку (0; 0).
Наконец, проверьте самостоятельно, что решением крае-
вой задачи (1.2.3c) будет непрерывно дифференцируемое
частное решение уравнения (1.2.3) вида

𝑦(𝑥) =

⎧⎨⎩ (𝑥+ 2)3 при 𝑥 ∈ (−∞,−2) ,
0 при 𝑥 ∈ [−2, 0 ] ,
𝑥3 при 𝑥 ∈ (0,+∞) ,

график которого выделен красным цветом.

Таким образом, общее решение уравнения (1.2.3) есть совокупность
частного решения 𝑦(𝑥) = 0, семейства функций 𝑦 = (𝑥 + 𝐶)3, ∀𝐶 ∈ 𝑅
и всевозможных непрерывно дифференцируемых функций, составлен-
ных из подходящих фрагментов функций 𝑦(𝑥) = 0 и 𝑦 = (𝑥+ 𝐶)3.

Например, интегральной кривой будет линия, проходящая через
точки 𝐴− (0; 0) −− (1; 0) −𝐾, а линия 𝐵 − (0; 0) −− (2; 0) −𝐾 инте-
гральной кривой не является, поскольку она не есть график функции
(нет однозначности в зависимости 𝑦 от 𝑥).
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Заметим, что в задаче 1.2.1 множество Ω – это вся координатная
плоскость, в любой точке которой функция 𝑔(𝑦) = 3

√︀
𝑦2 непрерывна, в

то время как частная производная
𝜕𝑔

𝜕𝑦
=

2

3 3
√
𝑦

будет непрерывной

лишь при ∀𝑦 ̸= 0.

Определение
1.2.1

Дифференциальное уравнение первого порядка
(1.1.1), имеющее вид (или сводящееся к виду):

𝑦′ = 𝑓
(︁𝑦
𝑥

)︁
, (1.2.4)

называется уравнением однородным по перемен-
ным 𝑥 и 𝑦 .

Однородное уравнение сводится к уравнению с разделяющимися
переменными при помощи перехода от неизвестной функции 𝑦(𝑥) к
новой неизвестной 𝑢(𝑥) по формуле 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑢(𝑥). При такой замене
𝑦′ = 𝑥𝑢′ + 𝑢 , и уравнение (1.2.4) принимает вид 𝑥𝑢′ + 𝑢 = 𝑓(𝑢) , в
котором переменные 𝑥 и 𝑢 разделяются.

Задача
1.2.2

Показать, что уравнение

𝑦′ = 𝑓

(︂
𝑎1𝑥+ 𝑏1𝑦 + 𝑐1
𝑎2𝑥+ 𝑏2𝑦 + 𝑐2

)︂
c det

⃦⃦⃦⃦
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

⃦⃦⃦⃦
̸= 0

сводится к однородному при замене 𝑥 = 𝑢+𝑥0 и 𝑦 = 𝑣+𝑦0,
где {︂

𝑎1𝑥0 + 𝑏1𝑦0 + 𝑐1 = 0,
𝑎2𝑥0 + 𝑏2𝑦0 + 𝑐2 = 0.

Как можно решить данное уравнение, если

det

⃦⃦⃦⃦
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

⃦⃦⃦⃦
= 0 ?

1.3. Линейные уравнения первого порядка

Определение
1.3.1

Дифференциальное уравнение первого порядка,
имеющее вид
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Определение
1.3.1

𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 𝑏(𝑥) , (1.3.1)

где 𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑥) — известные непрерывные при 𝑥 ∈ 𝑋
функции, называется линейным уравнением перво-
го порядка.

Другими словами, линейное дифференциальное уравнение первого по-
рядка это уравнение, в которое 𝑦′(𝑥) и 𝑦(𝑥) входят линейно. Функции
же 𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑥), вообще говоря, могут быть и нелинейными.

Как и в курсе линейной алгебры, будем называть уравнение (1.3.1)
однородным, если 𝑏(𝑥) ≡ 0, иначе – неоднородным. При этом уравнение
(1.3.1) можно записать в виде 𝑦′ = −𝑎(𝑥)𝑦+ 𝑏(𝑥) , откуда следует, что
для него множество Ω есть полоса {𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑦 }, в которой выполнены
условия теоремы Коши.

Отметим также: общность свойств уравнений вида (1.3.1) и алгеб-
раических систем линейных уравнений существенно более глубокая.
Этот вопрос будет нами детально рассмотрен в гл. 2. Здесь же (в ка-
честве упражнения) проверьте самостоятельно справедливость, напри-
мер, утверждений:

– сумма частного решения однородного уравнения и частного ре-
шения неоднородного есть частное решение неоднородного;

– разность двух частных решений неоднородного уравнения есть
частное решение однородного;

– общее решение неоднородного уравнения есть сумма общего ре-
шения однородного и какого-нибудь частного решения неоднород-
ного.

Теперь убедимся, что линейное уравнение первого порядка, разре-
шенное относительно производной, всегда интегрируется в квадрату-
рах. Сначала найдем решение однородного уравнения: 𝑦′ = −𝑎(𝑥)𝑦 .
Оно имеет очевидное частное решение 𝑦(𝑥) = 0, а в случае 𝑦(𝑥) ̸= 0

равносильно уравнению
𝑑𝑦

𝑦
= −𝑎(𝑥)𝑑𝑥 , решение которого имеет

вид: ln |𝑦| = −
𝑥∫︀

𝑥0

𝑎(𝑢) 𝑑𝑢 + ln𝐶 , где 𝐶 > 0 , а 𝑥0 – любое фиксиро-

ванное число из промежутка 𝑋. Объединение этих двух случаев дает
формулу частных решений однородного уравнения:

𝑦(𝑥) = 𝐶𝜙(𝑥) , где 𝜙(𝑥) = 𝑒
−

𝑥∫︀
𝑥0

𝑎(𝑢) 𝑑𝑢
∀ 𝐶. (1.3.2)
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Теорема
1.3.1

Формула (1.3.2) описывает общее решение одно-
родного уравнения (1.3.1).

Доказательство

Мы убедились, что при любом фиксированном 𝐶 функция
𝐶𝜙(𝑥) есть частное решение однородного уравнения. Пока-
жем теперь, что любое частное решение этого уравнения
представимо в виде 𝐶𝜙(𝑥).
Пусть 𝑧(𝑥) — некоторое частное решение однородного урав-
нения (1.3.1). Поскольку 𝜙(𝑥0) = 1, где 𝑥0 – некоторая точ-
ка, принадлежащая 𝑋, то функция 𝑤(𝑥) = 𝑧(𝑥0)𝜙(𝑥) будет
иметь в 𝑥0 значение 𝑧(𝑥0).
То есть функции 𝑧(𝑥) и 𝑤(𝑥) в 𝑥0 имеют равные значения и
потому являются решением задачи Коши для однородного
уравнения с начальным условием {𝑥0; 𝑧(𝑥0)}, которое со-
гласно теореме Коши существует и единственно на проме-
жутке 𝑋. Откуда следует, что

𝑧(𝑥) = 𝑧(𝑥0)𝜙(𝑥) = 𝐶0𝜙(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋,

где 𝐶0 = 𝑧(𝑥0).

Теорема доказана.

Затем будем искать частное решение неоднородного уравнения
(1.3.1), следуя рекомендации Жозефа Лагранжа, методом вариации
постоянной, а именно в виде 𝑦(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝜙(𝑥), где 𝜙(𝑥) – частное ре-
шение однородного уравнения, задаваемое формулой (1.3.2) при 𝐶 = 1.

Подставляя 𝑦(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝜙(𝑥) в исходное уравнение (1.3.1), получаем

𝐶 ′(𝑥)𝜙(𝑥) + 𝐶(𝑥)𝜙′(𝑥) = −𝑎(𝑥)𝐶(𝑥)𝜙(𝑥) + 𝑏(𝑥) =⇒

=⇒ 𝐶 ′(𝑥)𝜙(𝑥) + 𝐶(𝑥)
(︁
𝜙′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜙(𝑥)

)︁
= 𝑏(𝑥) .

Откуда следует 𝐶 ′(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝑏(𝑥), поскольку 𝜙(𝑥) – частное решение
однородного уравнения, а значит 𝜙′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜙(𝑥) = 0 .

Теперь находим 𝐶(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥1

𝑏(𝑣)

𝜙(𝑣)
𝑑𝑣 , где 𝑥1 ∈ 𝑋 , а затем и

𝑦(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥)

𝑥∫︁
𝑥1

𝑏(𝑣)

𝜙(𝑣)
𝑑𝑣 .
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Наконец, записываем общее решение неоднородного уравнения (1.3.1)
как

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒
−

𝑥∫︀
𝑥0

𝑎(𝑢) 𝑑𝑢
+ 𝜙(𝑥)

𝑥∫︁
𝑥1

𝑏(𝑣)

𝜙(𝑣)
𝑑𝑣

или

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒
−

𝑥∫︀
𝑥0

𝑎(𝑢) 𝑑𝑢
+ 𝑒

−
𝑥∫︀

𝑥0

𝑎(𝑢) 𝑑𝑢
·

𝑥∫︁
𝑥1

𝑒

𝑣∫︀
𝑥0

𝑎(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏(𝑣) 𝑑𝑣 . (1.3.3)

Данное выражение вряд ли стоит учить наизусть, достаточно пом-
нить лишь правило:

общее решение неоднородного уравнения есть сумма обще-
го решения однородного уравнения и какого-нибудь частно-
го решения неоднородного,

поскольку нами было показано, что общее решение однородного урав-
нения всегда находится в квадратурах разделением переменных, а
частное решение неоднородного можно получить, например, методом
Лагранжа (вариации постоянной).

При этом формула (1.3.3) заслуживает некоторого пояснения. Де-
ло в том, что это выражение содержит три произвольные констан-
ты — 𝐶, 𝑥0 и 𝑥1, между которыми имеется существенная разница:
𝐶 есть вещественный параметр, изменение значения которого в преде-
лах от −∞ до +∞ позволяет получить все частные решения уравнения
(1.3.1). Значения же величин 𝑥0 и 𝑥1 произвольные (из промежутка
𝑋), но фиксированные. Их изменение допустимо, оно поменяет лишь
вид формулы (1.3.3), но не изменит общего решения уравнения (1.3.1).

Задача
1.3.1

Решить уравнение

𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 𝑏(𝑥)𝑦𝑝 , (1.3.4)

называемое уравнением Бернулли.

Решение Заметим, что при 𝑝 = 0 или при 𝑝 = 1 уравнение (1.3.4)
уже само по себе есть линейное, первого порядка. Кроме
того, при 𝑝 > 0 оно очевидно имеет тривиальное решение
𝑦(𝑥) = 0.
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Решение
получено.

Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑝 ̸= 1 и 𝑦(𝑥) ̸= 0 , тогда исходное уравне-
ние почленным делением на 𝑦𝑝 сводится к равносильному
уравнению

𝑦′

𝑦𝑝
+ 𝑎(𝑥)

1

𝑦𝑝−1
= 𝑏(𝑥) .

Вводя новую неизвестную функцию 𝑢(𝑥) = 𝑦1−𝑝(𝑥), в си-

лу 𝑢′ =
(1 − 𝑝)𝑦′

𝑦𝑝
, получаем

𝑢′ + (1 − 𝑝)𝑎(𝑥)𝑢 = (1 − 𝑝)𝑏(𝑥)

уравнение первого порядка, линейное относительно
функции 𝑢(𝑥).
Наконец отметим, что уравнение Бернулли также можно
решать методом вариации постоянной. С практической
точки зрения этот подход может оказаться даже более
эффективным, чем метод замены переменной.

1.4. Уравнения первого порядка
в дифференциалах

Если в уравнении (1.1.1) производную 𝑦′(𝑥) представить как отно-
шение дифференциалов переменных 𝑦 и 𝑥, то оно может быть записано
в виде 𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0 , что позволяет рассматривать уравнение

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 (1.4.1)

как формальное обобщение линейного уравнения первого порядка
(1.1.1).

Будем предполагать, что функции 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) определены и
непрерывны в области Ω ⊆ 𝐸2 и не обращаются в ноль одновременно
ни в одной точке этой области. Последнее условие аналитически может
быть сформулировано в виде

|𝑃 (𝑥, 𝑦)| + |𝑄(𝑥, 𝑦)| > 0 ∀
⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
∈ Ω .
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Определение
1.4.1

Дифференциальное уравнение, записываемое в ви-
де (1.4.1), где функции 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) удовлетво-
ряют сформулированным выше условиям, называ-
ется линейным уравнением первого порядка в диф-
ференциалах.

Более общий вид уравнения (1.4.1) (по сравнению с уравнением
(1.1.1)) обусловлен, во-первых, тем, что при 𝑃 (𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑥, 𝑦) и
𝑄(𝑥, 𝑦) = 1 уравнение (1.1.1) следует как частный случай из уравне-
ния (1.4.1), и, во-вторых, тем, что переменные 𝑥 и 𝑦 в уравнение (1.4.1)
входят равноправно, то есть нет явного указания на то, является ли 𝑦
функцией 𝑥 (или наоборот).

Более того, опираясь на известную теорему из курса математи-
ческого анализа об инвариантности формы первого дифференциала,
можно допустить, что и 𝑦, и 𝑥 одновременно являются функциями
некоторой переменной 𝑡, а это, в свою очередь, позволяет дать опреде-
ление решения уравнения (1.4.1), обобщающее определение решения
уравнения (1.1.1).

Определение
1.4.2

Непрерывно дифференцируемая вектор-функция⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
, где 𝑡 ∈ Θ ⊆ 𝑅, называется частным ре-

шением уравнения (1.4.1), если ∀ 𝑡 ∈ Θ :

–
⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
∈ Ω ;

– |𝑥′(𝑡)| + |𝑦′(𝑡)| > 0 ;

– 𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑥′(𝑡) +𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑦′(𝑡) = 0 .

Из этого определения непосредственно следует, что изображающая
частное решение интегральная кривая является в области Ω гладкой

линией, заданной параметрически как
⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
∀𝑡 ∈ Θ . В отличие

от случая уравнения (1.1.1) эта интегральная кривая необязательно
является графиком какой-либо функции 𝑦 = 𝑦(𝑥). Она может иметь
участки, которые есть графики функции 𝑥 = 𝑥(𝑦). Кроме того, поле
направлений уравнения (1.4.1) может содержать векторы, параллель-
ные оси 𝑂𝑦.
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Рассмотрим теперь основные методы решения линейных уравнений
первого порядка в дифференциалах.

1∘ Пусть исходное уравнение представимо в виде

𝑃1(𝑥)𝑄1(𝑦)𝑑𝑥+ 𝑃2(𝑥)𝑄2(𝑦)𝑑𝑦 = 0 ,

тогда можно применить метод разделения переменных. Если
𝑃2(𝑥) ̸= 0 и 𝑄1(𝑦) ̸= 0 , то это уравнение равносильно

𝑃1(𝑥)

𝑃2(𝑥)
𝑑𝑥+

𝑄2(𝑦)

𝑄1(𝑦)
𝑑𝑦 = 0 ⇒

𝑥∫︁
𝑥0

𝑃1(𝑢)

𝑃2(𝑢)
𝑑𝑢+

𝑦∫︁
𝑦0

𝑄2(𝑣)

𝑄1(𝑣)
𝑑𝑣 = 0 .

(1.4.2)
Кроме того, могут быть еще решения вида 𝑦 = 𝑦 при 𝑄1(𝑦) = 0
и 𝑥 = �̄� при 𝑃2(�̄�) = 0. Это следует выяснять непосредственной
проверкой. И, наконец, в случае, если какие-либо интегральные
кривые касаются друг друга, то исходное уравнение будет иметь
составные решения, образованные из частей частных решений
(1.4.2), 𝑦 = 𝑦 и 𝑥 = �̄�.

2∘ Если функции 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) однородные степени 𝑘 (то есть
𝑃 (𝛼𝑥, 𝛼𝑦) ≡ 𝛼𝑘𝑃 (𝑥, 𝑦)), то можно использовать подстановку ви-
да 𝑦 = 𝑥𝑢, которая приведет (как и в задаче 1.2.2) исходное
уравнение к уравнению с разделяющимися переменными.

3∘ Рассмотрим уравнение (1.4.1), добавив к указанным в опреде-
лении (1.4.1) ограничениям условие непрерывности в области Ω

частных производных
𝜕𝑃

𝜕𝑦
и
𝜕𝑄

𝜕𝑥
.

Определение
1.4.3

Дифференциальное уравнение первого порядка,
имеющее вид (1.4.1), называется уравнением пер-
вого порядка в полных дифференциалах, если суще-
ствует функция 𝑈(𝑥, 𝑦), непрерывно дифференци-
руемая в области Ω, такая, что

𝑑𝑈 ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

В сделанных предположениях очевидно, что все решения уравне-
ния (1.4.1) удовлетворяют равенству 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐶. Остается только вы-
яснить, при каких условиях на 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) такая функция 𝑈(𝑥, 𝑦)
существует. А если существует, то как ее можно найти?
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Необходимым условием существования такой функции является
выполнение равенства

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
, (1.4.3)

которое, в силу определения 1.4.3 и условия непрерывности вторых
частных производных функций 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦), вытекает из

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
.

Нужно отметить, что в случае, когда область Ω является односвязной,
условие (1.4.3) оказывается достаточным для существования функ-
ции 𝑈(𝑥, 𝑦). Соответствующая теорема доказывается в курсе матема-
тического анализа.

Конкретный вид функции 𝑈(𝑥, 𝑦) может быть найден из системы
уравнений ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑃 (𝑥, 𝑦) ,

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑄(𝑥, 𝑦) .

(1.4.4)

Задача
1.4.1

Решить уравнение

𝑒−𝑦𝑑𝑥− (2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦)𝑑𝑦 = 0 .

Решение Сначала проверим выполнение условия (1.4.3). Коэффи-
циенты при дифференциалах суть непрерывно диффе-
ренцируемые функции на всей координатной плоскости,
и для них

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −𝑒−𝑦 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,

то есть данное уравнение есть уравнение в полных диф-
ференциалах.
Система уравнений (1.4.4) в данном случае имеет вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑒−𝑦 ,

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −2𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 .
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Решение
получено.

Из первого уравнения этой системы находим, что
𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒−𝑦 + 𝐶(𝑦) . Подставляя это выражение во
второе уравнение, получаем

−𝑥𝑒−𝑦 + 𝐶 ′(𝑦) = −2𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 ⇒

⇒ 𝐶 ′(𝑦) = −2𝑦 ⇒

⇒ 𝐶(𝑦) = −𝑦2 +𝐾 .

И окончательно из 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒−𝑦−𝑦2+𝐾 получаем ответ

задачи:
𝑥𝑒−𝑦 − 𝑦2 = 𝐶 .

4∘ Пусть уравнение (1.4.1) таково, что в области Ω :

𝜕𝑃

𝜕𝑦
̸=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
,

то есть данное уравнение не является уравнением в полных диф-
ференциалах. В этом случае можно поставить задачу поиска
непрерывно дифференцируемой и не равной тождественно нулю
в области Ω функции 𝜇(𝑥, 𝑦), такой что

𝜕(𝜇𝑃 )

𝜕𝑦
=
𝜕(𝜇𝑄)

𝜕𝑥
.

Например для уравнения

𝑥2𝑦3 𝑑𝑥+ (𝑥3𝑦2 + 𝑥) 𝑑𝑦 = 0

это функция 𝜇(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑦
, поскольку после умножения на нее,

уравнение становится уравнением в полных дифференциалах:

𝑥𝑦2 𝑑𝑥+ 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 +
𝑑𝑦

𝑦
= 0

или

𝑑

(︃
𝑥2𝑦2

2
+ ln |𝑦|

)︃
= 0.
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Заметим, что при этом теряются решения исходного уравнения:
𝑥 = 0 и 𝑦 = 0.

Если функции 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) непрерывно дифференцируе-
мы и не обращаются в ноль одновременно в Ω, то такая функция,
называемая интегрирующим множителем, существует (все-
гда!) и удовлетворяет следующему из (1.4.3) уравнению

𝑄
𝜕𝜇

𝜕𝑥
− 𝑃

𝜕𝜇

𝜕𝑦
=

(︃
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−
𝜕𝑄

𝜕𝑥

)︃
𝜇 . (1.4.5)

Уравнение (1.4.5) есть уравнение в частных производных
первого порядка и его интегрирование, вообще говоря, более
сложная задача, чем поиск решений уравнения (1.4.1).

Однако поскольку нам требуется лишь какое-нибудь частное
решение, то иногда интегрирующий множитель удается найти
подбором, опираясь на какие-либо особые свойства или частный
вид функций 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦).

При этом может оказаться удобным разбить процедуру по-
иска функции 𝜇(𝑥, 𝑦) на последовательные шаги, каждый из ко-
торых состоит в выделении некоторого полного дифференциала
или выполнения замены переменных.

Наконец, применяя метод интегрирующего множителя, сле-
дует не забывать о том, что уравнения 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 и
𝜇(𝑥, 𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+ 𝜇(𝑥, 𝑦)𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 неравносильны друг дру-
гу и в процессе решения может потребоваться дополнительное
исследование.

Проиллюстрируем теперь использование этого метода.

Задача
1.4.2

Решить уравнение

𝑦𝑑𝑥− 𝑥𝑑𝑦 = 2𝑥3 tg
𝑦

𝑥
𝑑𝑥 .
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Решение С формальной точки зрения решение данной задачи
вполне допустимо описать примерно такой фразой: «За-
метим, что в качестве интегрирующего множителя можно

взять функцию 𝜇(𝑥, 𝑦) = −
1

𝑥2
ctg

𝑦

𝑥
, позволяющую преоб-

разовать уравнение к виду 𝑑 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒sin 𝑦𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −𝑑𝑥2». Однако

процедура решения окажется более прозрачной и понят-
ной, если ее разбить на несколько последовательных ша-
гов.

Вначале в левой части исходного уравнения выделим

полный дифференциал от
𝑦

𝑥
:

𝑦𝑑𝑥− 𝑥𝑑𝑦

𝑥2
= 2𝑥 tg

𝑦

𝑥
𝑑𝑥 или − 𝑑

(︃
𝑦

𝑥

)︃
= tg

𝑦

𝑥
𝑑𝑥2 .

Затем выполним разделение переменных
𝑦

𝑥
и 𝑥2 :

𝑑

(︃
𝑦

𝑥

)︃

tg
𝑦

𝑥

= −𝑑𝑥2 .

Отметим, что на этом этапе мы потеряли решение 𝑦 = 0.
Наконец, пользуясь инвариантностью формы первого

дифференциала, получаем

cos
𝑦

𝑥
𝑑

(︃
𝑦

𝑥

)︃

sin
𝑦

𝑥

= −𝑑𝑥2 или
𝑑 sin

𝑦

𝑥

sin
𝑦

𝑥

= −𝑑𝑥2 .

Откуда

𝑑 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ sin 𝑦𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑑

(︀
−𝑥2

)︀
или ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ sin 𝑦𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −𝑥2 + ln𝐶 ,

31



Решение
получено.

где 𝐶 > 0 . Окончательно, с учетом решения 𝑦 = 0, полу-
чаем ответ задачи:

sin
𝑦

𝑥
= 𝐶𝑒−𝑥2

, ∀𝐶 .

Задачу поиска интегрирующего множителя иногда можно упрос-
тить, сделав некоторые предположения о его виде. Например, можно
попытаться найти интегрирующий множитель среди функций, завися-
щих только от одной из переменных 𝑥 или 𝑦, или же в виде 𝜇

(︀
𝑓(𝑥, 𝑦)

)︀
,

где 𝑓(𝑥, 𝑦) некоторая конкретная функция и т.п.
Подобные подходы, как показывает вычислительная практика,

весьма редко приводят к желаемому результату. Более эффективны-
ми оказываются методы построения интегрирующих множителей, ос-
нованные на следующих рассуждениях.

Заметим, что если 𝜇(𝑥, 𝑦) есть интегрирующий множитель уравне-
ния (1.4.1), то есть

𝜇𝑃𝑑𝑥+ 𝜇𝑄𝑑𝑦 = 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦),

то интегрирующим множителем для уравнения (1.4.1) будет являться
и функция 𝜇(𝑥, 𝑦)𝐹

(︀
𝑢(𝑥, 𝑦)

)︀
, где 𝐹 (𝑢) – любая ненулевая, непрерывно

дифференцируемая функция одной переменной. Действительно,

𝜇𝐹 (𝑢) (𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦) = 𝐹 (𝑢)
(︁
𝜇𝑃𝑑𝑥+ 𝜇𝑄𝑑𝑦

)︁
= 𝐹 (𝑢)𝑑𝑢 = 𝑑Φ(𝑢) ,

где Φ′(𝑢) = 𝐹 (𝑢) .
Откуда следует, что интегрирующих множителей бесконечно мно-

го, и эту неединственность также можно попытаться использовать для
построения 𝜇(𝑥, 𝑦) . Например, попробуем представить левую часть ис-
ходного уравнения

(𝑃1 + 𝑃2) 𝑑𝑥+ (𝑄1 +𝑄2) 𝑑𝑦 = (𝑃1𝑑𝑥+𝑄1𝑑𝑦) + (𝑃2𝑑𝑥+𝑄2𝑑𝑦)

так, чтобы 𝜇1 и 𝜇2 – интегрирующие множители уравнений

𝑃1𝑑𝑥+𝑄1𝑑𝑦 = 0 и 𝑃2𝑑𝑥+𝑄2𝑑𝑦 = 0 (1.4.6)

– находились бы сравнительно легко. При этом будут справедливы
равенства

𝜇1𝑃1 𝑑𝑥+ 𝜇1𝑄1 𝑑𝑦 = 𝑑𝑢1 и 𝜇2𝑃2 𝑑𝑥+ 𝜇2𝑄2 𝑑𝑦 = 𝑑𝑢2.
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Подберем теперь функции 𝐹1 и 𝐹2 так, чтобы

𝜇1𝐹1(𝑢1) ≡ 𝜇2𝐹2(𝑢2) = 𝑀 .

Решение исходной задачи в этом случае записывается в виде

𝑀 (𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦) = 𝑀 (𝑃1𝑑𝑥+𝑄1𝑑𝑦) +𝑀 (𝑃2𝑑𝑥+𝑄2𝑑𝑦) =

= 𝜇1𝐹1(𝑢1) (𝑃1𝑑𝑥+𝑄1𝑑𝑦) + 𝜇2𝐹2(𝑢2) (𝑃2𝑑𝑥+𝑄2𝑑𝑦) =

= 𝐹1(𝑢1) (𝜇1 (𝑃1𝑑𝑥+𝑄1𝑑𝑦)) + 𝐹2(𝑢2) (𝜇2 (𝑃2𝑑𝑥+𝑄2𝑑𝑦)) =

= 𝐹1(𝑢1)𝑑𝑢1 + 𝐹2(𝑢2)𝑑𝑢2 = 𝑑 (Φ1(𝑢1) + Φ2(𝑢2)) = 0.

Откуда окончательно

Φ1 (𝑢1(𝑥, 𝑦)) + Φ2 (𝑢2(𝑥, 𝑦)) = 𝐶 . (1.4.7)

Практическое применение описанного метода иллюстрирует

Задача
1.4.3

Решить уравнение(︀
𝑥3 − 𝑥𝑦2 − 𝑦

)︀
𝑑𝑥+

(︀
𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 𝑥

)︀
𝑑𝑦 = 0 .

Решение Уравнения (1.4.6) сформируем, включив в первое их них
слагаемые с первыми степенями независимых перемен-
ных и во второе слагаемые третьего порядка, получим

−𝑦𝑑𝑥+𝑥𝑑𝑦 = 0 и
(︀
𝑥3 − 𝑥𝑦2

)︀
𝑑𝑥+

(︀
𝑥2𝑦 − 𝑦3

)︀
𝑑𝑦 = 0 .

Для первого уравнения имеем

−𝑦𝑑𝑥+ 𝑥𝑑𝑦 = 0 =⇒ 𝑥2𝑑

(︃
𝑦

𝑥

)︃
= 0 =⇒

=⇒ 𝜇1(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2
и 𝑢1(𝑥, 𝑦) =

𝑦

𝑥
.

Действуя аналогично для второго уравнения, находим(︀
𝑥3 − 𝑥𝑦2

)︀
𝑑𝑥+

(︀
𝑥2𝑦 − 𝑦3

)︀
𝑑𝑦 = 0 =⇒

𝑥2 (𝑥𝑑𝑥+ 𝑦𝑑𝑦) − 𝑦2 (𝑥𝑑𝑥+ 𝑦𝑑𝑦) = 0 =⇒
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(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
𝑑

(︃
𝑥2 + 𝑦2

2

)︃
= 0 =⇒

=⇒ 𝜇2(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2 − 𝑦2
и 𝑢2(𝑥, 𝑦) =

𝑥2 + 𝑦2

2
.

Теперь подберем функции 𝐹1(𝑢1) и 𝐹2(𝑢2) так, чтобы вы-
полнялось равенство 𝜇1𝐹1(𝑢1) = 𝜇2𝐹2(𝑢2) , то есть

1

𝑥2
𝐹1

(︃
𝑦

𝑥

)︃
=

1

𝑥2 − 𝑦2
𝐹2

(︃
𝑥2 + 𝑦2

2

)︃
=⇒

=⇒ 𝐹1

(︃
𝑦

𝑥

)︃
=

1

1 −
𝑦2

𝑥2

𝐹2

(︃
𝑥2 + 𝑦2

2

)︃
.

Откуда следует, что можно взять, например:

𝐹1 (𝑢1) =
1

1 − 𝑢21
и 𝐹2 (𝑢2) ≡ 1 .

Наконец, использовав соотношение (1.4.7), получим

𝑑

(︃
𝑥2 + 𝑦2

2

)︃
+

1

1 −
𝑦2

𝑥2

𝑑

(︃
𝑦

𝑥

)︃
= 0 =⇒

=⇒ 𝑑

⎛⎜⎜⎝𝑥2 + 𝑦2

2
+

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 +

𝑦

𝑥

1 −
𝑦

𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⎞⎟⎟⎠ = 0 .

В итоге получаем решения в виде

𝑥2 + 𝑦2

2
+

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 +

𝑦

𝑥

1 −
𝑦

𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝐶 .
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Решение
получено.

Завершая процедуру решения задачи, обратим внимание
на то, что функции 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) исходного уравне-
ния определены на всей плоскости 𝐸2, а использованные
интегрирующие множители нет. Поэтому следует прове-
рить, не являются ли решениями 𝑥 = 0 и 𝑦 = ±𝑥. Непо-
средственная проверка показывает, что 𝑦 = ±𝑥 суть так-
же решения.

1.5. Уравнения первого порядка,
не разрешенные относительно
производной

Рассмотрим теперь методы решения уравнений 1-го порядка, не разре-
шенных относительно производной. Эти уравнения согласно формуле
(0.1.3) при 𝑛 = 1 и определению (0.1.4) записываются в виде

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 , (1.5.1)

где 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) – известная функция от трех переменных, непрерывная
в непустой области Ω ⊆ 𝐸3, а 𝑦(𝑥) – искомая функция от 𝑥 ∈ 𝑋.

В рамках этого параграфа условимся обозначать «штрихом» диф-
ференцирование по переменной 𝑥, а «верхней точкой» — дифференци-
рование по 𝑡. Для дальнейших рассуждений оказывается удобным

Определение
1.5.1

Вектор-функция{︂
𝑥 = 𝜙(𝑡),
𝑦 = 𝜓(𝑡),

𝑡 ∈ Θ (1.5.1)

называется частным решением в параметричес-
кой форме дифференциального уравнения (1.5.1),
если ∀𝑡 ∈ Θ :

– 𝜙(𝑡) и 𝜓(𝑡) непрерывно дифференцируемы ;
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Определение
1.5.1

– 𝜙(𝑡) ∈ 𝑋 , �̇�(𝑡) ̸= 0

и

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝜙(𝑡) 𝜓(𝑡)

�̇�(𝑡)

�̇�(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦
T

∈ Ω ;

– 𝐹

(︃
𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡),

�̇�(𝑡)

�̇�(𝑡)

)︃
= 0 .

Отметим, что в этом определении (по сравнению с определением
(1.4.2)) неравенство |�̇�(𝑡)|+|�̇�(𝑡)| > 0 заменено более жестким условием
�̇�(𝑡) ̸= 0, гарантирующем существование функции 𝑦(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋. При
этом интегральной кривой является график частного решения 𝑦(𝑥),
заданного параметрически вектор-функцией (1.5.2).

Для решения уравнения (1.5.1) в общем случае можно применить
метод введения параметра, состоящего в замене 𝑦′ = 𝑝 с последую-
щим решением дифференциально-алгебраической системы уравнений:{︂

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 0,
𝑑𝑦 = 𝑝 𝑑𝑥.

(1.5.3)

Имеет место

Теорема
1.5.1

Система уравнений (1.5.3) и уравнение (1.5.1)
равносильны.

Доказательство

С одной стороны, если 𝑥 = 𝜙(𝑡), 𝑦 = 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ Θ – решение
уравнения (1.5.1), то в силу

𝑝(𝑡) = 𝑦′(𝑥) =
�̇�(𝑡)

�̇�(𝑡)
=
�̇�(𝑡) 𝑑𝑡

�̇�(𝑡) 𝑑𝑡
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥

оба уравнения системы (1.5.3) являются верными равенства-
ми ∀𝑡 ∈ Θ.

Обратно, если функции {𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑝(𝑡)} суть решение си-
стемы (1.5.3), то из 𝑑𝑦 = 𝑝 𝑑𝑥 следует
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
�̇�(𝑡) 𝑑𝑡

�̇�(𝑡) 𝑑𝑡
=
�̇�(𝑡)

�̇�(𝑡)
= 𝑦′(𝑥) = 𝑝(𝑡) ,

а из первого уравнения системы (1.5.3) получаем

𝐹

(︃
𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡),

�̇�(𝑡)

�̇�(𝑡)

)︃
≡ 0 ∀𝑡 ∈ Θ .

Теорема доказана.

Опишем теперь схему решения системы (1.5.3). Предположим, что
существуют функции 𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑣) и 𝑝 = ℎ(𝑢, 𝑣), определен-
ные и непрерывно дифференцируемые для всех (𝑢, 𝑣) ∈ Ψ ⊆ 𝐸2, такие,
что

𝐹 (𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑣)) ≡ 0 .

Кроме того, потребуем, чтобы ранг матрицы Якоби был равен двум,
то есть чтобы

rg

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

= 2.

Иначе говоря, якобианы перехода от переменных {𝑥, 𝑦, 𝑝} к перемен-
ным {𝑢, 𝑣} не обращаются в ноль одновременно ни для какой точки в
Ψ, то есть ⃒⃒⃒⃒

⃒𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕(𝑦, 𝑝)

𝜕(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕(𝑝, 𝑥)

𝜕(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 0 ∀(𝑢, 𝑣) ∈ Ψ,

где

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ ,

𝜕(𝑦, 𝑝)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ ,
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𝜕(𝑝, 𝑥)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜕𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Отметим, что геометрически данную замену переменных можно
трактовать как смену представления некоторой гладкой поверхности
𝑆 в 𝐸3 при помощи уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 0 на ее параметрическое
описание: ⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣) ,

𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑣) ,
𝑝 = ℎ(𝑢, 𝑣)

∀(𝑢, 𝑣) ∈ Ψ . (1.5.4)

Если сформулированные выше условия на функции 𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣)
и ℎ(𝑢, 𝑣) выполнены, то в силу (доказываемой в курсе математического
анализа) теоремы о замене переменных в записи системы (1.5.3) можно
перейти от переменных {𝑥, 𝑦, 𝑝} к переменным {𝑢, 𝑣}. При этом первое
ее уравнение удовлетворяется в Ψ тождественно, а второе принимает
вид

𝜕𝑔

𝜕𝑢
𝑑𝑢+

𝜕𝑔

𝜕𝑣
𝑑𝑣 = ℎ(𝑢, 𝑣)

(︃
𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑑𝑢+

𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝑑𝑣

)︃
или (︃

𝜕𝑔

𝜕𝑢
− ℎ

𝜕𝑓

𝜕𝑢

)︃
𝑑𝑢+

(︃
𝜕𝑔

𝜕𝑣
− ℎ

𝜕𝑓

𝜕𝑣

)︃
𝑑𝑣 = 0 . (1.5.5)

Уравнение (1.5.5) является уравнением первого порядка в диффе-
ренциалах, методы решения которых рассматривались в § 1.4. Напом-
ним, что в общем случае уравнение такого типа не интегрируется в
квадратурах. В том же случае, когда решение уравнения (1.5.5) уда-
ется представить в виде 𝑣 = 𝑎(𝑢,𝐶), где 𝐶 – константа, функции⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑎(𝑢,𝐶)) ,

𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑎(𝑢,𝐶)) ,
𝑝 = ℎ(𝑢, 𝑎(𝑢,𝐶))

являются решениями системы (1.5.3), а функции{︂
𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑎(𝑢,𝐶)) ,
𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑎(𝑢,𝐶))

соответственно суть параметрическая форма решений уравнения
(1.5.1).
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В тех случаях, когда уравнение (1.5.1) разрешимо относительно
𝑦′, 𝑦 или 𝑥, метод параметризации приводит к более простым, чем
уравнение (1.5.5), задачам. Первый случай рассмотрен в § 1.1–1.3. Для
второго и третьего случаев алгоритм решения поясним на примере
конкретного уравнения.

Рис. 1.4. Интегральные кривые для уравнения в задаче 1.5.1

Задача
1.5.1

Решить уравнение

2𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑦′ ln 𝑦𝑦′ .
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Решение Исходное уравнение можно привести к виду

𝑥𝑢′ − 𝑢 =
𝑢′

2
ln
𝑢′

2

умножением обеих его частей на 𝑦 с последующей заме-
ной 𝑢 = 𝑦2. А поскольку 𝑦 = 0 не является решением, то
новое уравнение равносильно исходному.
Полученное уравнение есть так называемое уравнение
Клеро решение которого можно найти в справочниках.
Однако мы воспользуемся не информационным ресурсом,
а изложенной выше схемой.
Разрешая это уравнение относительно 𝑢 и полагая 𝑢′ = 𝑝,
получаем систему (1.5.3) в виде

Решение
получено.

⎧⎨⎩ 𝑢 = 𝑥𝑝−
𝑝

2
ln
𝑝

2
,

𝑑𝑢 = 𝑝 𝑑𝑥 .
(1.5.6)

Дифференцируя первое уравнение по 𝑥 и подставляя в
него 𝑢′ = 𝑝, получаем

𝑝′

(︃
𝑥−

1

2
ln
𝑝

2
−

1

2

)︃
= 0 .

Теперь либо

𝑝′ = 0 =⇒ 𝑝 = 𝐶 ∀𝐶 > 0, и из (1.5.6) =⇒

=⇒ 𝑢 = 𝐶𝑥−
𝐶

2
ln
𝐶

2
=⇒ 𝑦2 = 𝐶𝑥−

𝐶

2
ln
𝐶

2
,

либо

𝑥−
1

2
ln
𝑝

2
−

1

2
= 0 =⇒ 𝑝 = 2𝑒2𝑥−1 ,

что, в свою очередь, при подстановке в первое уравнение
системы (1.5.6) дает 𝑦2 = 𝑒2𝑥−1 .

Интегральные кривые частных решений уравнения в задаче 1.5.1
показаны на рис. 1.4. По поводу их вида можно сделать следующие
замечания.

Во-первых, кроме решений, определяемых полученными формула-
ми, как уже указывалось ранее, имеются и «составные» решения, об-
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разуемые объединением подходящих фрагментов «формульных» ре-
шений.

Во-вторых, среди интегральных кривых могут иметься как пересе-
кающиеся, так и касающиеся друг друга. Условия их существования
и другие свойства будут рассмотрены позднее в § 4.6. Сейчас лишь
отметим, что решения, через каждую точку интегральной кривой ко-
торых проходит интегральная кривая другого решения так, что обе
интегральные кривые в точке пересечения имеют общую касательную,
принято называть особыми.

Тот факт, что для уравнений вида (1.5.1) упорядоченная пара чисел
{𝑥0; 𝑦0} может вовсе не определять или же определять неоднозначно
(даже локально!) частное решение таких уравнений, приводит к необ-
ходимости изменения постановки задачи Коши для уравнений первого
порядка, неразрешенных относительно производной.

Определение
1.5.2

Задача Коши для уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 форму-
лируется так: найти 𝑦(𝑥) при условиях:⎧⎨⎩ 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 ,

𝑦′(𝑥0) = 𝑝0 ,
𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑝0) = 0 .

(1.5.7)

При этом тройка чисел || 𝑥0 𝑦0 𝑝0 ||T ∈ Ω ⊆ 𝐸3

называется начальными условиями задачи Коши.

Число интегральных кривых, проходящих через заданную точку
координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦 зависит от числа решений уравнения
𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑝) = 0. Может оказаться, что через эту точку не проходит
ни одна интегральная кривая, а может оказаться – что больше, чем
одна.

Отметим еще раз, что единственность решения данного уравнения
не гарантирует единственности решения соответствующей задачи Ко-
ши, поскольку возможен случай, когда через одну точку плоскости
проходят две различные интегральные кривые, имеющие в этой точке
общую касательную.

Все эти случаи демонстрирует рис. 1.4.
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1.6. О методах понижения порядка
уравнения и других специальных
алгоритмах

Проблемы существования и единственности решений возникают и
в случае нелинейных уравнений порядка более высокого, чем первый.
Поэтому представляется полезным рассмотрение специальных мето-
дов понижения порядка, позволяющих упрощать подобные уравнения
и использовать методы рассмотренные нами ранее. Рассмотрим неко-
торые из них.

Порядок уравнения вида 𝐹
(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, . . . , 𝑦(𝑛)

)︀
= 0 может быть

понижен, если
1∘. Левая часть исходного уравнения не содержит неизвестной

функции и ее производных до (𝑘− 1)-го порядка включительно
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. То есть уравнение имеет вид

𝐹
(︁
𝑥, 𝑦(𝑘), 𝑦(𝑘+1), . . . , 𝑦(𝑛)

)︁
= 0 .

В этом случае за новую неизвестную функцию принимаем
𝑢(𝑥) = 𝑦(𝑘)(𝑥), тогда

𝑦(𝑘+1)(𝑥) = 𝑢′(𝑥), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑥) = 𝑢(𝑛−𝑘)(𝑥).

Порядок уравнения понизился до 𝑛− 𝑘.
2∘. Формулировка уравнения не содержит независимой переменной.

Это значит, что мы имеем уравнение вида

𝐹
(︁
𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, . . . , 𝑦(𝑛)

)︁
= 0 .

Приняв за новую независимую переменную 𝑦, а за новую иско-
мую функцию 𝑦′(𝑥) = 𝑢(𝑦), и учитывая, что

𝑦′(𝑥) = 𝑢, 𝑦′′𝑥𝑥(𝑥) = 𝑢′𝑥(𝑥) = 𝑢′𝑦 · 𝑦′(𝑥) = 𝑢′𝑦𝑢, . . . ,

понижаем порядок уравнения на единицу.
3∘. Исходное уравнение является однородным относительно иско-

мой функции и ее производных, то есть не меняется, если каж-
дую из них умножить на 𝑘 > 0. Порядок уравнения понизится
на единицу при замене

𝑦′ = 𝑦𝑢, 𝑦′′ = 𝑦′𝑢+ 𝑦𝑢′ = 𝑦𝑢2 + 𝑦𝑢′, . . . .
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4∘. Исходное уравнение таково (или же приводится к такому виду),
что его левая часть является полной производной некоторого
порядка. Этот метод поясним следующим примером.

Задача
1.6.1

Понизить порядок уравнения 𝑦′′ + 𝑦 = 0.

Решение Умножив обе части этого уравнения на 𝑦′, получим

𝑦′𝑦′′ + 𝑦𝑦′ = 0 =⇒

(︃
1

2
𝑦′2

)︃′

+

(︃
1

2
𝑦2

)︃′

= 0

или
(︀
𝑦′2 + 𝑦2

)︀′
= 0 .

Откуда приходим к уравнению первого порядка

𝑦′2 + 𝑦2 = 𝐶2 ,

где 𝐶 есть произвольная константа. Легко видеть, что у
него имеются решения 𝑦(𝑥) = 𝐶 ̸= 0, являющиеся посто-
ронними для исходного уравнения.

Решение
получено.

Отметим, что для решения этой задачи можно исполь-
зовать и метод 2∘. Действительно, сделав замену 𝑦′ = 𝑢,
при которой 𝑦′′ = 𝑢′𝑦𝑢, мы получим

𝑢′𝑦𝑢+ 𝑦 = 0 =⇒ 𝑢 𝑑𝑢+ 𝑦 𝑑𝑦 = 0.

Откуда следует, что

𝑑

(︃
𝑢2 + 𝑦2

2

)︃
= 0 или окончательно 𝑦′2 + 𝑦2 = 𝐶2 .

Иногда общее решение дифференциального уравнения удается най-
ти, если известно какое-нибудь частное решение. К таким случаям от-
носятся методы, основанные на использовании формулы Лиувилля–
Остроградского, которые будут рассмотрены позднее в § 5.2–5.3.
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Другим примером возможности применения такого подхода служит
уравнение Риккати:

𝑦′ = 𝐴(𝑥)𝑦2 +𝐵(𝑥)𝑦 + 𝐶(𝑥), (1.6.1)

где 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥) и 𝐶(𝑥) заданные функции, непрерывные на некотором
интервале (𝛼, 𝛽).

В случае, когда известно, что уравнение (1.6.1) имеет частное ре-
шение 𝑦0(𝑥), его общее решение определяется формулой

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑦0(𝑥),

где 𝑢(𝑥) есть общее решение уравнения Бернулли:

𝑢′ =
(︁

2𝐴(𝑥)𝑦0(𝑥) +𝐵(𝑥)
)︁
𝑢+𝐴(𝑥)𝑢2 .

В справедливости данного утверждения убедитесь самостоятельно.
В общем случае уравнение (1.6.1) не интегрируется в квадратурах,

примером чего может служить (упомянутое в § 1.1) специальное урав-
нение Риккати: 𝑦′ = 𝑦2 + 𝑥 .

Наконец, следует иметь в виду, что описанные выше случаи суть
условия, при которых оказывается возможным понижение порядка,
лишь достаточные, но не необходимые. Это иллюстрирует уравнение

𝑦(𝑦′′ + 𝑦′) − (𝑦′)2(𝑥𝑦2 − 1) = 0 .

Здесь нет однородности и явно присутствует 𝑥 в записи условия. Тем не
менее замена 𝑢(𝑥) = 𝑦(𝑥)𝑦′(𝑥) преобразует это уравнение в уравнение
первого порядка (конкретно в уравнение Бернулли) вида

𝑢′ + 𝑢 = 𝑥𝑢2 .
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Глава 2

Линейные
дифференциальные
уравнения порядка 𝑛
с постоянными
коэффициентами

2.1. Линейные уравнения 𝑛−го порядка.
Основные понятия и свойства

Рассмотрим вначале некоторые свойства комплексных функций ве-
щественного аргумента.

В предположении, что вещественные числа 𝛼 = Re𝜆 и 𝛽 = Im𝜆 яв-
ляются соответственно вещественной и мнимой частью комплексного
числа 𝜆 = 𝛼+ 𝑖𝛽, дадим определение функции 𝑒𝜆𝑥.

Поскольку формула Эйлера (следующая из равенства разложений
в ряд Тейлора функций, стоящих в ее правой и левой частях) имеет
вид 𝑒𝑖𝛽𝑥 = cos𝛽𝑥 + 𝑖 sin𝛽𝑥 , то естественно комплексную экспоненту
определить как

𝑒𝜆𝑥 = 𝑒(𝛼+𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 (cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) .

45



Тогда непосредственная проверка показывает, что будут выполняться
соотношения 𝑒(𝜆1+𝜆2)𝑥 = 𝑒𝜆1𝑥 · 𝑒𝜆2𝑥 и 𝑒𝜆𝑥 · 𝑒−𝜆𝑥 = 1. Например, для
второй формулы

𝑒𝜆𝑥 · 𝑒−𝜆𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 (cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) · 𝑒−𝛼𝑥 (cos(−𝛽𝑥) + 𝑖 sin(−𝛽𝑥)) =

= 𝑒𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑥 (cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) ·(cos𝛽𝑥− 𝑖 sin𝛽𝑥) = cos2 𝛽𝑥−(𝑖2) sin2 𝛽𝑥 =

= cos2 𝛽𝑥+ sin2 𝛽𝑥 = 1 .

Напомним также, что неотрицательное число |𝜆| =
√︀
𝛼2 + 𝛽2 на-

зывается модулем комплексного числа 𝜆. Причем справедливо соот-
ношение |𝑒𝜆𝑥| = 𝑒𝛼𝑥, поскольку верны равенства

|𝑒𝜆𝑥| = |𝑒𝛼𝑥| · |𝑒𝑖𝛽𝑥|

и
|𝑒𝑖𝛽𝑥| =

√︁
cos2 𝛽𝑥+ sin2 𝛽𝑥 = 1 .

Пусть функция 𝑓(𝑥), определенная ∀𝑥 ∈ 𝑋, имеет комплексные
значения, тогда 𝑓(𝑥) представима как 𝑢(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑥) , где функции 𝑢(𝑥)
и 𝑣(𝑥) имеют вещественные значения.

Теперь дадим

Определение
2.1.1

Функция 𝑓(𝑥) называется

– непрерывной, если непрерывны (в обычном
смысле) функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) ;

– дифференцируемой, если дифференцируемы
(в обычном смысле) функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) ;

– интегрируемой, если интегрируемы (в обыч-
ном смысле) функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) .

Согласно определению 2.1.2 будут верны равенства

𝑓 (𝑛)(𝑥) = 𝑢(𝑛)(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑛)(𝑥) и

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝑖

𝑏∫︁
𝑎

𝑣(𝑥) 𝑑𝑥 ,
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то есть дифференцирование и интегрирование выполняются для ком-
плекснозначной функции по обычным правилам, если считать 𝑖 кон-
стантой. Например, для комплексной экспоненты

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝜆𝑥 = 𝜆𝑒𝜆𝑥 и

𝑥∫︁
𝑥0

𝑒𝜆𝑡𝑑𝑡 =
1

𝜆

(︀
𝑒𝜆𝑥 − 𝑒𝜆𝑥0

)︀
, 𝜆 ̸= 0 .

Проверим справедливость первого из этих двух равенств. Имеем

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝜆𝑥 =

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑒𝛼𝑥(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥)

)︂
=

=

(︂
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝛼𝑥
)︂

(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) + 𝑒𝛼𝑥
𝑑

𝑑𝑥

(︂
cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥

)︂
=

= 𝛼𝑒𝛼𝑥(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) + 𝛽𝑒𝛼𝑥
(︂
− sin𝛽𝑥+ 𝑖 cos𝛽𝑥)

)︂
=

= 𝛼𝑒𝛼𝑥(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) + 𝑖𝛽𝑒𝛼𝑥
(︂

cos𝛽𝑥−
1

𝑖
sin𝛽𝑥

)︂
=

= 𝛼𝑒𝛼𝑥(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) + 𝑖𝛽𝑒𝛼𝑥
(︂

cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥

)︂
=

= (𝛼+ 𝑖𝛽)𝑒𝛼𝑥(cos𝛽𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑥) = 𝜆𝑒𝜆𝑥 ,

поскольку

(︃
−

1

𝑖

)︃
= −

𝑖

𝑖2
= −

𝑖

(−1)
= 𝑖 .

Определение
2.1.2

Уравнение вида

𝑦(𝑛)(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1)(𝑥) + . . .

. . .+ 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑏(𝑥) , (2.1.1)

где известные функции 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . 𝑎𝑛(𝑥) и
𝑏(𝑥) непрерывны ∀𝑥 ∈ 𝑋, а искомая функция 𝑦(𝑥)
𝑛 раз непрерывно дифференцируема ∀𝑥 ∈ 𝑋, на-
зывается линейным дифференциальным уравнени-
ем 𝑛−го порядка.
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Данное название оправдывается тем, что неизвестная функция 𝑦(𝑥),
так же как и ее производные, входит в уравнение (2.1.1) линейно, в
то время как функции 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . 𝑎𝑛(𝑥) и 𝑏(𝑥) могут быть и
нелинейными. Как и раньше, в случае 𝑏(𝑥) ≡ 0 𝑥 ∈ 𝑋 это уравнение
будем называть однородным, иначе – неоднородным.

Основные свойства решений уравнения (2.1.1) описывают:

Теорема
2.1.1

Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) суть два частных решения од-
нородного уравнения (2.1.1), то 𝐶1𝑦1(𝑥)+𝐶2𝑦2(𝑥) –
также частное решение этого уравнения ∀ 𝐶1, 𝐶2.

Доказательство

Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) – решения однородного уравнения, то

𝑦
(𝑛)
1 (𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)
1 (𝑥)+. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′1(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦1(𝑥) = 0 и

𝑦
(𝑛)
2 (𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)
2 (𝑥)+ . . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′2(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦2(𝑥) = 0 .

Умножив первое равенство на 𝐶1, а второе на 𝐶2, и сложив
результаты умножения почленно, в силу линейности опера-
ции дифференцирования получим(︁
𝐶1𝑦1(𝑥) +𝐶2𝑦2(𝑥)

)︁(𝑛)
+ 𝑎1(𝑥)

(︁
𝐶1𝑦1(𝑥) +𝐶2𝑦2(𝑥)

)︁(𝑛−1)

+ . . .

. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)
(︁
𝐶1𝑦1(𝑥)+𝐶2𝑦2(𝑥)

)︁′
+𝑎𝑛(𝑥)

(︁
𝐶1𝑦1(𝑥)+𝐶2𝑦2(𝑥)

)︁
= 0 .

Но последнее равенство означает, что 𝐶1𝑦1(𝑥)+𝐶2𝑦2(𝑥) есть
частное решение однородного уравнения (2.1.1).

Теорема доказана.

Следствие
2.1.1

Множество всех частных решений однородного
уравнения (2.1.1) является линейным простран-
ством.

Покажите самостоятельно, что это следствие справедливо, прове-
рив аксиоматику линейного пространства.

Теорема
2.1.2

Если 𝑦0(𝑥) – частное решение однородного, а
𝑦*(𝑥) – частное решение неоднородного уравне-
ния (2.1.1), то 𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥) есть частное решение
неоднородного уравнения (2.1.1).
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Доказательство

Поскольку 𝑦0(𝑥) и 𝑦*(𝑥) — решения однородного и неодно-
родного уравнений (2.1.1) соответственно, то верны равен-
ства

𝑦
(𝑛)
0 (𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)
0 (𝑥)+. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′0(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦0(𝑥) = 0 и

𝑦*(𝑛)(𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦*(𝑛−1)(𝑥)+. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′*(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦*(𝑥) = 𝑏(𝑥).

Складывая эти равенства почленно и используя линейность
операции дифференцирования, получаем(︁

𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥)
)︁(𝑛)

+ 𝑎1(𝑥)
(︁
𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥)

)︁(𝑛−1)

+ . . .

. . .+ 𝑎𝑛−1(𝑥)
(︁
𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥)

)︁′
+ 𝑎𝑛(𝑥)

(︁
𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥)

)︁
= 𝑏(𝑥) .

Но последнее равенство означает, что 𝑦0(𝑥)+𝑦*(𝑥) есть част-
ное решение неоднородного уравнения (2.1.1).

Теорема доказана.

Теорема
2.1.3

Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) суть два частных решения неод-
нородного уравнения (2.1.1), то 𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥) есть
частное решение однородного уравнения (2.1.1).

Доказательство

Поскольку 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) — решения неоднородного уравне-
ния (2.1.1), то верны равенства

𝑦
(𝑛)
1 (𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)
1 (𝑥)+. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′1(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦1(𝑥) = 𝑏(𝑥) и

𝑦
(𝑛)
2 (𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)
2 (𝑥)+. . .+𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′2(𝑥)+𝑎𝑛(𝑥)𝑦2(𝑥) = 𝑏(𝑥).

Вычитая эти равенства почленно, в силу линейности опера-
ции дифференцирования, получаем(︁

𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)
)︁(𝑛)

+ 𝑎1(𝑥)
(︁
𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)

)︁(𝑛−1)

+ . . .

. . .+ 𝑎𝑛−1(𝑥)
(︁
𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)

)︁′
+ 𝑎𝑛(𝑥)

(︁
𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)

)︁
= 0 .
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Но последнее равенство означает, что 𝑦1(𝑥)−𝑦2(𝑥) есть част-
ное решение однородного уравнения (2.1.1).

Теорема доказана.

Следствие
2.1.2

Общее решение неоднородного уравнения (2.1.1)
есть сумма общего решения однородного и неко-
торого частного решения неоднородного уравне-
ния (2.1.1).

Доказательство

В одну сторону: пусть 𝑦(𝑥) есть произвольное частное ре-
шение неоднородного уравнения (2.1.1), а 𝑦*(𝑥) — фиксиро-
ванное решение этого уравнения, тогда в силу теоремы 2.1.3
𝑦(𝑥) − 𝑦*(𝑥) — произвольное решение однородного.
Имеем

𝑦(𝑥) =
(︁
𝑦(𝑥) − 𝑦*(𝑥)

)︁
+ 𝑦*(𝑥),

и значит 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥).
Обратно: если 𝑦0(𝑥) — произвольное решение однородного,
то в силу теоремы 2.1.2 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥) – произвольное
решение неоднородного уравнения.

Следствие доказано.

Важно отметить, что теоремы и следствия данного параграфа ока-
зываются справедливыми и для комплекснозначных функций веще-
ственного аргумента.

Продемонстрируем использование приведенных выше теорем и
формул на примере решения неоднородного линейного уравнения пер-
вого порядка специального вида

𝑦′ − 𝜆𝑦 =

𝑡∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥 , (2.1.2)

где 𝜆, 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑡 – некоторые комплексные константы, а

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑏0𝑘 + 𝑏1𝑘𝑥+ . . .+ 𝑏𝑚𝑘𝑘𝑥
𝑚𝑘 , 𝑏𝑚𝑘𝑘 ̸= 0,

суть алгебраические многочлены степеней 𝑚𝑘, 𝑘 = [1, 𝑡] с комплексны-
ми коэффициентами.

Функции, имеющие вид слагаемых суммы, стоящей в правой части
уравнения (2.1.2), принято называть квазимногочленами.
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Согласно теореме 1.3.1 общее решение однородного уравнения
(2.1.2) дается формулой 𝑦0(𝑥) = 𝐶𝑒𝜆𝑥 ∀𝐶. А в силу линейности этого
уравнения по 𝑦 и 𝑦′ его частное решение есть сумма частных решений
уравнений

𝑦′ − 𝜆𝑦 = 𝑃𝑚𝑘
(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥 ∀𝑘 = [1, 𝑡] . (2.1.3)

Теорема
2.1.4

При 𝜆 ̸= 𝜇𝑘 частным решением уравнения (2.1.3)
является функция 𝑦*(𝑥) = 𝑄𝑚𝑘

(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥, а при 𝜆 = 𝜇𝑘

– функция 𝑦*(𝑥) = 𝑥𝑄𝑚𝑘
(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥, где 𝑄𝑚𝑘

(𝑥) – алгеб-
раический многочлен степени 𝑚𝑘.

Доказательство

Какое-нибудь частное решение уравнения (2.1.3) попробуем
найти не по формуле (1.3.3), а непосредственным выбором
из функций вида 𝑦*(𝑥) = 𝑅(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥 .
Подстановка такой 𝑦*(𝑥) в (2.1.3) приводит к следующему
уравнению для функции 𝑅(𝑥):

𝑅′ + (𝜇𝑘 − 𝜆)𝑅 = 𝑃𝑚𝑘
(𝑥) . (2.1.4)

При 𝜆 = 𝜇𝑘 (резонансный случай) можем взять конкретно

𝑅(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑃𝑚𝑘
(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑥𝑄𝑚𝑘

(𝑥) ⇒ 𝑦*(𝑥) = 𝑥𝑄𝑚𝑘
(𝑥)𝑒𝜇𝑘𝑥,

где 𝑄𝑚𝑘
(𝑥) = 𝑐0𝑘 + 𝑐1𝑘𝑥+ . . .+ 𝑐𝑚𝑘𝑘𝑥

𝑚𝑘 – некоторый алгеб-
раический многочлен степени 𝑚𝑘 .
Если же 𝜆 ̸= 𝜇𝑘 (нерезонансный случай), то 𝑅(𝑥) можно
найти из уравнения (2.1.4) в виде комплекснозначного мно-
гочлена 𝑄𝑚𝑘

(𝑥) = 𝑑0𝑘 + 𝑑1𝑘𝑥+ . . .+ 𝑑𝑚𝑘𝑘𝑥
𝑚𝑘 .

При этом значения чисел 𝑑𝑗𝑘, 𝑗 = [0,𝑚𝑘] (также, как и
𝑐𝑗𝑘), находятся путем приравнивания коэффициентов при
равных степенях 𝑥 в правой и левой частях (2.1.4).

Теорема доказана.
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2.2. Дифференциальные многочлены
и их свойства

Рассмотрим линейное уравнение 𝑛-го порядка (2.1.1) в случае, ко-
гда оно однородное и имеет постоянные коэффициенты:

𝑎0𝑦
(𝑛) + 𝑎1𝑦

(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑦
′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0 , 𝑎0 ̸= 0 . (2.2.1)

.
Определение
2.2.1

Будем говорить, что задан оператор дифференци-

рования ̂︀𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
, действующий в линейном про-

странстве непрерывно дифференцируемых ∀𝑥 ∈ 𝑋
функций, со значениями в линейном пространстве
функций непрерывных ∀𝑥 ∈ 𝑋, если каждой непре-
рывно дифференцируемой функции 𝑦(𝑥) ставится
в соответствие единственная непрерывная функ-
ция 𝑦′(𝑥), что символически обозначается в виде
равенств: 𝑦′(𝑥) = ̂︀𝐷𝑦(𝑥) или 𝑦′ = ̂︀𝐷𝑦 .
Тогда очевидные равенства

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
=

𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑑

𝑑𝑥

(︃
· · ·

𝑑

𝑑𝑥

)︃)︃)︃
⏟  ⏞  

𝑘

= ̂︀𝐷 ̂︀𝐷 · · · ̂︀𝐷⏟  ⏞  
𝑘

= ̂︀𝐷𝑘

позволяют определить степень дифференциально-
го оператора с натуральным показателем 𝑘.

Наконец, используя ̂︀𝐸 — тождественный (единич-
ный) оператор и равенство ̂︀𝐷0 = ̂︀𝐸 , получаем есте-
ственное определение нулевой степени дифферен-
циального оператора.

В силу данного определения и равенств 𝑎𝑛𝑦 = 𝑎𝑛 ̂︀𝐸𝑦 = 𝑎𝑛 ̂︀𝐷0𝑦, урав-
нение (2.2.1) записывается в виде

𝑎0 ̂︀𝐷𝑛𝑦 + 𝑎1 ̂︀𝐷𝑛−1𝑦 + . . .+ 𝑎𝑛−1
̂︀𝐷1𝑦 + 𝑎𝑛 ̂︀𝐷0𝑦 = 0 или 𝐿( ̂︀𝐷) 𝑦 = 0 ,

где 𝐿(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛+𝑎1𝑥

𝑛−1+. . .+𝑎𝑛−1𝑥+𝑎𝑛 – алгебраический многочлен
𝑛-й степени от 𝑥, называемый для уравнения (2.2.1) характеристиче-
ским.

52



При этом 𝑦(𝑥) – решение уравнения 𝐿( ̂︀𝐷) 𝑦 = 0 – можно тракто-
вать как прообраз отображения 𝑛 раз непрерывно дифференцируемой
функции 𝑦(𝑥) в функцию, тождественно равную нулю ∀𝑥 ∈ 𝑋 . Пока-
жите самостоятельно линейность отображения 𝐿( ̂︀𝐷) 𝑦 −→ 0 .

Введем для множества дифференциальных многочленов вида 𝐿( ̂︀𝐷)
операции сложения и умножения.
Определение
2.2.2

Суммой дифференциальных многочленов 𝐿( ̂︀𝐷)

и 𝑀( ̂︀𝐷) называется дифференциальный много-
член 𝐿( ̂︀𝐷) +𝑀( ̂︀𝐷) такой, что(︁
𝐿( ̂︀𝐷) +𝑀( ̂︀𝐷)

)︁
𝑦 = 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 +𝑀( ̂︀𝐷)𝑦 ∀𝑦 ∈ 𝒞 ,

где 𝒞 – линейное пространство 𝑘-раз непрерывно
дифференцируемых функций.
Произведением дифференциальных многочленов
𝐿( ̂︀𝐷) и 𝑀( ̂︀𝐷) называется дифференциальный
многочлен 𝐿( ̂︀𝐷) ·𝑀( ̂︀𝐷) такой, что(︁

𝐿( ̂︀𝐷) ·𝑀( ̂︀𝐷)
)︁
𝑦 = 𝐿( ̂︀𝐷)

(︁
𝑀( ̂︀𝐷)𝑦

)︁
∀𝑦 ∈ 𝒞 .

Проверьте самостоятельно, что операции сложения и умножения
дифференциальных многочленов обладают свойствами коммутатив-
ности, ассоциативности и дистрибутивности. Это позволяет опе-
рировать с ними как с обычными алгебраическими многочленами, в
частности разлагать на линейные множители. 1

К другим полезным свойствам дифференциальных многочленов от-
носятся соотношения, справедливость которых устанавливает

Теорема
2.2.1

Для любого комплексного числа 𝜆 и любой функ-
ции 𝑦(𝑥) ∈ 𝒞 справедливы соотношения

𝐿( ̂︀𝐷)𝑒𝜆𝑥 = 𝐿(𝜆)·𝑒𝜆𝑥 , 𝐿( ̂︀𝐷)
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦(𝑥)

)︀
= 𝑒𝜆𝑥𝐿( ̂︀𝐷+𝜆)𝑦(𝑥) ,(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆

)︁𝑘 (︀
𝑒𝜆𝑥𝑦(𝑥)

)︀
= 𝑒𝜆𝑥𝑦(𝑘)(𝑥) (2.2.2)

для любых целых неотрицательных 𝑘.

1В дальнейших формулах для краткости оператор ̂︀𝐷0 мы будем опускать.
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Доказательство

Первое соотношение следует из определения дифференци-
ального многочлена и правил дифференцирования.

В справедливости второго убедимся, доказав предваритель-
но методом математической индукции формулу

̂︀𝐷𝑘
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
= 𝑒𝜆𝑥( ̂︀𝐷 + 𝜆)𝑘𝑦 . (2.2.3)

Эта формула очевидно справедлива для 𝑘 = 0. Заметим так-
же, что она верна и при 𝑘 = 1 :

̂︀𝐷 (︀𝑒𝜆𝑥𝑦)︀ = 𝑒𝜆𝑥 ̂︀𝐷𝑦 + 𝑒𝜆𝑥𝜆𝑦 = 𝑒𝜆𝑥
(︁ ̂︀𝐷 + 𝜆

)︁
𝑦 .

Теперь покажем, что из равенства (2.2.3) будет следовать
соотношение ̂︀𝐷𝑘+1

(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
= 𝑒𝜆𝑥( ̂︀𝐷 + 𝜆)𝑘+1𝑦 . Действи-

тельно, ̂︀𝐷𝑘+1
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
= ̂︀𝐷 (︁ ̂︀𝐷𝑘

(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀)︁
,

но это выражение по предположению индукции равно

̂︀𝐷(︂𝑒𝜆𝑥 (︁ ̂︀𝐷 + 𝜆
)︁𝑘
𝑦

)︂
=

= 𝑒𝜆𝑥
(︁ ̂︀𝐷 + 𝜆

)︁𝑘 ̂︀𝐷𝑦 + 𝑒𝜆𝑥𝜆
(︁ ̂︀𝐷 + 𝜆

)︁𝑘
𝑦 =

= 𝑒𝜆𝑥
(︁ ̂︀𝐷 + 𝜆

)︁𝑘 (︁ ̂︀𝐷𝑦 + 𝜆𝑦
)︁

= 𝑒𝜆𝑥( ̂︀𝐷 + 𝜆)𝑘+1𝑦 .

Наконец, используя соотношение (2.2.3) и формулу для ха-
рактеристического многочлена, получаем второе равенство,
указанное в формулировке теоремы:

𝐿( ̂︀𝐷)
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘 ̂︀𝐷𝑛−𝑘
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
=

= 𝑒𝜆𝑥
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘( ̂︀𝐷 + 𝜆)𝑛−𝑘𝑦 = 𝑒𝜆𝑥𝐿( ̂︀𝐷 + 𝜆)𝑦 .

Третью формулу мы докажем также методом математичес-
кой индукции. Она очевидна для 𝑘 = 0 и легко проверяется
при 𝑘 = 1:
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(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆
)︁ (︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
=
(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀′ − 𝜆𝑒𝜆𝑥𝑦 =

= 𝜆𝑒𝜆𝑥𝑦 + 𝑒𝜆𝑥𝑦′ − 𝜆𝑒𝜆𝑥𝑦 = 𝑒𝜆𝑥𝑦′ .

Пусть формула (2.2.2) также справедлива при некотором
𝑘 > 1, тогда(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆

)︁𝑘+1 (︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀
=
(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆

)︁𝑘 (︁(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆
)︁ (︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀)︁
=

=
(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆

)︁𝑘 (︁(︀
𝑒𝜆𝑥𝑦

)︀′ − 𝜆𝑒𝜆𝑥𝑦
)︁

=

=
(︁ ̂︀𝐷 − 𝜆

)︁𝑘 (︀
𝑒𝜆𝑥𝑦′

)︀
= 𝑒𝜆𝑥 (𝑦′)

(𝑘)
= 𝑒𝜆𝑥𝑦(𝑘+1) ,

что доказывает третью формулу, приведенную в формули-
ровке теоремы.

Теорема доказана.

Заметим, что второе и третье соотношения в формулировке теоре-
мы 2.2.1 часто называются формулами сдвига.

В заключение продемонстрируем, как использование дифференци-
альных многочленов позволяет свести решение линейного уравнения
с постоянными коэффициентами второго порядка к последовательно-
му решению двух уравнений 1-го порядка (т.е. использованию теоре-
мы 2.1.4).

Задача
2.2.1

Решить уравнение 𝑦′′ + 2𝑦′ +𝛼𝑦 = 0 при 𝛼 = −3 и при
𝛼 = 1 .

Решение 1∘. Пусть 𝛼 = −3 . Уравнение 𝑦′′+2𝑦′−3𝑦 = 0 с помощью
дифференциальных многочленов записывается в виде

( ̂︀𝐷2 + 2 ̂︀𝐷 − 3)𝑦 = 0 или ( ̂︀𝐷 − 1)( ̂︀𝐷 + 3)𝑦 = 0 .

Обозначим
( ̂︀𝐷 + 3)𝑦 = 𝑢(𝑥) (2.2.4)

и решим вначале однородное уравнение ( ̂︀𝐷 − 1)𝑢 = 0 ,
т. е. 𝑢′ − 𝑢 = 0 . Получим 𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑒

𝑥 ∀𝐶1 .
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Уравнение (2.2.4) принимает вид

( ̂︀𝐷 + 3)𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 или 𝑦′ + 3𝑦 = 𝐶1𝑒

𝑥 . (2.2.5)

Это нерезонансный случай, т.к. −3 = 𝜆 ̸= 𝜆1 = 1 , и
согласно теореме 2.1.4 частное решение неоднородного
уравнения (2.2.5) следует искать в виде 𝑦*(𝑥) = 𝑑0 𝑒

𝑥 .
Подстановка последней формулы в (2.2.5) дает

𝑑0 =
𝐶1

4
= 𝐶1 ∀𝐶1 .

Поскольку общее решение однородного уравнения (2.2.5)
есть 𝑦0(𝑥) = 𝐶2𝑒

−3𝑥 ∀𝐶2 , то общее решение (2.2.5)
(а значит и исходного уравнения) представимо в виде

𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

−3𝑥 ∀𝐶1, 𝐶2 .

2∘. Пусть теперь 𝛼 = 1 . Уравнение 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0
при помощи дифференциальных многочленов можно за-
писать так:

( ̂︀𝐷2 + 2 ̂︀𝐷 + 1)𝑦 = 0 , или ( ̂︀𝐷 + 1)2𝑦 = 0 ,

или же как ( ̂︀𝐷 + 1)( ̂︀𝐷 + 1)𝑦 = 0 .

Обозначив
( ̂︀𝐷 + 1)𝑦 = 𝑢(𝑥) , (2.2.6)

решим однородное уравнение ( ̂︀𝐷 + 1)𝑢 = 0 или, что то
же самое, уравнение 𝑢′ + 𝑢 = 0 . Его общим решением
будет множество функций вида 𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑒

−𝑥 ∀𝐶1 .

Теперь решаем уравнение (2.2.6):

( ̂︀𝐷 + 1)𝑦 = 𝐶1𝑒
−𝑥 или 𝑦′ + 𝑦 = 𝐶1𝑒

−𝑥 . (2.2.7)

Это резонансный случай, поскольку −1 = 𝜆 = 𝜆1 = −1 ,
и по теореме 2.1.4 частное решение неоднородного урав-
нения (2.2.7) следует искать в виде 𝑦*(𝑥) = 𝑥 𝑑0 𝑒

−𝑥 .
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Решение
получено.

Подстановка последней формулы в уравнение (2.2.7) дает
𝑑0 = 𝐶1 ∀𝐶1 , и, следовательно, 𝑦*(𝑥) = 𝐶1 𝑥 𝑒

−𝑥 .

Поскольку общее решение однородного уравнения (2.2.7)
является множеством квазимногочленов нулевого поряд-
ка 𝑦0(𝑥) = 𝐶2𝑒

−𝑥 ∀𝐶2 , то общее решение (2.2.7) ( а зна-
чит и исходного уравнения ) имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝑦*(𝑥) + 𝑦0(𝑥) = (𝐶1𝑥+ 𝐶2)𝑒−𝑥 ∀𝐶1, 𝐶2 .

2.3. Линейные однородные уравнения
с постоянными коэффициентами

Рассмотрим приведенное линейное однородное уравнение порядка
𝑛 с постоянными коэффициентами:

𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑦
(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0 . (2.3.1)

Пусть попарно не равные друг другу корни его характеристического
уравнения

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝜆+ 𝑎𝑛 = 0 (2.3.2)

суть числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠 , имеющие соответственно кратности рав-
ные 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑠 .

В этом случае уравнение (2.3.2) может быть записано так:

(𝜆− 𝜆1)𝑘1(𝜆− 𝜆2)𝑘2 . . . (𝜆− 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 = 0 ,

при этом, как известно из курса алгебры, 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑠 = 𝑛 .

Используя дифференциальные многочлены, уравнение (2.3.2) пред-
ставим в виде

𝐿( ̂︀𝐷) 𝑦(𝑥) = 0 ,

поскольку характеристический многочлен уравнения (2.3.1) будет

𝐿(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)𝑘1(𝜆− 𝜆2)𝑘2 . . . (𝜆− 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 ,

а соответствующий дифференциальный многочлен:

𝐿( ̂︀𝐷) = ( ̂︀𝐷 − 𝜆1)𝑘1( ̂︀𝐷 − 𝜆2)𝑘2 . . . ( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 .
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Покажем, что справедлива

Теорема
2.3.1

Общее решение уравнения (2.3.1) имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝑃1(𝑥)𝑒𝜆1𝑥 + 𝑃2(𝑥)𝑒𝜆2𝑥 + . . .+ 𝑃𝑠(𝑥)𝑒𝜆𝑠𝑥 , (2.3.3)

где 𝑃𝑗(𝑥) ∀𝑗 = [1, 𝑠] суть алгебраические много-

члены вида
𝑘𝑗∑︀

𝑚=1
𝐶𝑗𝑚𝑥

𝑚−1 , а 𝐶𝑗𝑚 – произвольные
комплексные константы.

Доказательство

Вначале покажем, что каждое решение уравнения (2.3.1)
имеет вид (2.3.3).

Воспользуемся методом математической индукции. Доказы-
ваемая теорема при 𝑛 = 1 верна в силу теоремы 1.3.1, и пред-
положим, что теорема верна для уравнения порядка 𝑛− 1 .

Запишем дифференциальный оператор 𝐿( ̂︀𝐷) в виде

𝐿( ̂︀𝐷) = 𝑀( ̂︀𝐷)( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠) ,

где

𝑀( ̂︀𝐷) = ( ̂︀𝐷 − 𝜆1)𝑘1( ̂︀𝐷 − 𝜆2)𝑘2 . . . ( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠)
𝑘𝑠−1 .

В этом случае уравнение 𝐿( ̂︀𝐷) 𝑦(𝑥) = 0 можно записать как

𝑀( ̂︀𝐷)( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠) 𝑦(𝑥) = 0 или 𝑀( ̂︀𝐷)𝑢(𝑥) = 0 ,

положив ( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠) 𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) .

Уравнение 𝑀( ̂︀𝐷)𝑢(𝑥) = 0 линейное однородное порядка
𝑛 − 1. Если 𝑘𝑠 ≥ 2 , то корнями его характеристическо-
го уравнения являются числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠 кратности
𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑠 − 1 соответственно.
Если же кратность 𝑘𝑠 = 1 , то корнями характеристического
уравнения будут только числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠−1 с кратно-
стями 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘(𝑠−1) .
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По индуктивному предположению решение уравнения
𝑀( ̂︀𝐷)𝑢(𝑥) = 0 имеет вид

– в случае, если 𝑘𝑠 ≥ 2 :

𝑢(𝑥) = 𝑄1(𝑥)𝑒𝜆1𝑥 + . . .+𝑄𝑠−1(𝑥)𝑒𝜆𝑠−1𝑥 +𝑄𝑠(𝑥)𝑒𝜆𝑠𝑥,

где 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑠−1(𝑥) — алгебраические многочлены
степени 𝑘1 − 1, . . . , 𝑘(𝑠−1) − 1 , а многочлен 𝑄𝑠(𝑥) имеет
порядок 𝑘𝑠 − 2 ;

– в случае, если 𝑘𝑠 = 1 :

𝑢(𝑥) = 𝑄1(𝑥)𝑒𝜆1𝑥 + . . .+𝑄𝑠−1(𝑥)𝑒𝜆𝑠−1𝑥,

то есть слагаемое с индексом 𝑠 здесь отсутствует.
Найдем теперь вид функции 𝑦(𝑥) из уравнения

( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠)𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) (2.3.4)

или (что то же самое) из 𝑦′ − 𝜆𝑠𝑦 = 𝑢(𝑥) .

Это уравнение первого порядка, правая часть которого есть
сумма квазимногочленов. Применив теорему 2.1.4, непосред-
ственной проверкой убеждаемся, что в случае, когда 𝑘𝑠 = 1 ,
частное решение для (2.3.4) имеет вид (резонанса нет):

𝑦*(𝑥) = 𝑅1(𝑥)𝑒𝜆1𝑥 + . . .+𝑅𝑠−1(𝑥)𝑒𝜆𝑠−1𝑥,

а общее решение однородного уравнения (в силу теоремы
1.3.1) – 𝑦0(𝑥) = 𝐶 · 𝑒𝜆𝑠𝑥 . Сумма 𝑦*(𝑥) + 𝑦0(𝑥) есть функция,
указанная в формулировке теоремы.
Рассмотрим теперь случай, когда 𝑘𝑠 ≥ 2 . Для уравнения
(2.3.4) это резонансный случай. Поэтому по теореме 2.1.4
частным решением уравнение (2.3.4) будет функция

𝑦*(𝑥) = 𝑅1(𝑥)𝑒𝜆1𝑥 + . . .+𝑅𝑠−1(𝑥)𝑒𝜆𝑠−1𝑥 + 𝑥𝑅𝑠(𝑥)𝑒𝜆𝑠𝑥,

в которой многочлен 𝑅𝑠(𝑥) имеет порядок 𝑘𝑠 − 2.
Таким образом, при 𝑘𝑠 ≥ 2 в сумме 𝑦*(𝑥) + 𝑦0(𝑥) возникает
слагаемое вида

(︁
𝑥𝑅𝑠(𝑥) +𝐶

)︁
𝑒𝜆𝑠𝑥 , которое является квази-

многочленом порядка 𝑘𝑠 − 1 , содержащим 𝑘𝑠 произвольных
комплексных констант.
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Итак, мы получили, что общее решение уравнения (2.3.4)
имеет вид (2.3.3).

Осталось убедиться, что любая функция вида (2.3.3) есть
решение уравнения (2.3.1). Для этого достаточно показать,
что если 𝜆0 — корень кратности 𝑘 уравнения 𝐿(𝜆) = 0, то
каждая из функций

𝑒𝜆0𝑥, 𝑥𝑒𝜆0𝑥, 𝑥2𝑒𝜆0𝑥, . . . , 𝑥𝑘−1𝑒𝜆0𝑥 (2.3.5)

есть решение уравнения 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 = 0 .

Дифференциальный многочлен уравнения (2.3.1), как было
показано ранее, имеет вид

𝐿( ̂︀𝐷) = ( ̂︀𝐷 − 𝜆1)𝑘1( ̂︀𝐷 − 𝜆2)𝑘2 . . . ( ̂︀𝐷 − 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 ,

причем среди образующих его сомножителей обязательно
имеется множитель ( ̂︀𝐷 − 𝜆0)𝑘 .

Результат действия этого оператора на функцию 𝑥𝑚𝑒𝜆0𝑥 ,
где целое число 𝑚 ∈ [0, 𝑘− 1], можно получить, использовав
вторую формулу сдвига (2.2.2).

Действительно, согласно формуле (2.2.2):

( ̂︀𝐷 − 𝜆0)𝑘
(︁
𝑥𝑚𝑒𝜆0𝑥

)︁
= 𝑒𝜆0𝑥

(︀
𝑥𝑚
)︀(𝑘)

= 0 .

Откуда следует, что функция 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑚𝑒𝜆0𝑥 удовлетворяет
условию 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 = 0 и, значит, является частным решением
однородного уравнения (2.3.1).

Теорема доказана.

Следствие
2.3.1

Если все корни характеристического уравнения
(2.3.2) 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 простые (то есть кратности
единица), то общее решение уравнения (2.3.1)
имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑥 + . . .+ 𝐶𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑥 , (2.3.6)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные
константы.
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Доказательство

Очевидно следует из утверждения теоремы 2.3.1.

Следствие доказано.

Следствие
2.3.2

Линейное пространство, образованное частны-
ми решениями уравнения (2.3.1), конечномерное.
Базисом в этом пространстве может служить, на-
пример, любой упорядоченный набор, составлен-
ный из следующих 𝑛 функций:

Таблица 2.3.1

𝑒𝜆1𝑥 𝑒𝜆2𝑥 . . . 𝑒𝜆𝑠𝑥

𝑥𝑒𝜆1𝑥 𝑥𝑒𝜆2𝑥 . . . 𝑥𝑒𝜆𝑠𝑥

. . . . . . . . . . . .

𝑥𝑘1−1𝑒𝜆1𝑥 . . . . . . . . .

. . . . . . 𝑥𝑘𝑠−1𝑒𝜆𝑠𝑥

𝑥𝑘2−1𝑒𝜆2𝑥

Доказательство

Следует из линейной независимости данного набора функ-
ций, равенства 𝑘1 + 𝑘2 + . . .+ 𝑘𝑠 = 𝑛 и утверждения теоре-
мы 2.3.1.

Следствие доказано.

Заметьте, что число заполненных клеток табл. 2.3.1, вообще говоря,
различно для разных ее столбцов, поскольку корни характеристиче-
ского уравнения могут иметь разные кратности.
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2.4. Выделение вещественных решений

Достаточно часто в вычислительной практике оказывается, что
уравнение (2.3.1) имеет вещественные коэффициенты

𝑦(𝑛) + 𝜌1𝑦
(𝑛−1) + . . .+ 𝜌𝑛−1𝑦

′ + 𝜌𝑛𝑦 = 0 , (2.4.1)

и требуется найти все его вещественные решения. Соответствующее
характеристическое уравнение будет

𝜆𝑛 + 𝜌1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝜌𝑛−1𝜆+ 𝜌𝑛 = 0 . (2.4.2)

Получим формулу общего вещественного решения этого уравнения,
предполагая, что все комплексные решения, определяемые форму-
лой (2.3.3), нами уже найдены. Убедимся вначале, что справедливы
следующие утверждения.

Лемма
2.4.1

Пусть уравнение (2.4.2) имеет комплексный ко-
рень 𝜆0 кратности 𝑘, то есть верно равенство

𝐿(𝜆) = (𝜆− 𝜆0)𝑘𝑀𝑛−𝑘(𝜆),

где 𝑀𝑛−𝑘(𝜆0) ̸= 0. Тогда оно имеет корень 𝜆0, при-
чем той же кратности 𝑘.

Доказательство

В силу вещественности коэффициентов в уравнении (2.4.2)
и согласно свойствам комплексного сопряжения

𝐿(𝜆0) = 𝜆
𝑛

0 + 𝜌1𝜆
𝑛−1

0 + . . .+ 𝜌𝑛−1𝜆0 + 𝜌𝑛 = 𝐿(𝜆0) = 0 = 0 .

Из того условия, что 𝜆0 есть корень кратности 𝑘 характе-
ристического уравнения (2.4.2), используя для нахождения
𝐿(𝑚)(𝜆) ∀𝑚 ∈ [1, 𝑘 − 1] формулу Лейбница, аналогичными
рассуждениями получаем, что

𝐿′(𝜆0) = 𝐿′′(𝜆0) = . . . = 𝐿(𝑘−1)(𝜆0) = 0, причем 𝐿(𝑘)(𝜆0) ̸= 0,

а это дает 𝐿(𝜆) = (𝜆− 𝜆0)𝑘𝑀𝑛−𝑘(𝜆) , 𝑀𝑛−𝑘(𝜆0) ̸= 0 .

Лемма доказана.
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Лемма
2.4.2

Для того чтобы комплекснозначная функция
𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑥) являлась решением уравнения
(2.3.1), необходимо и достаточно, чтобы веще-
ственные функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) также были реше-
ниями этого уравнения.

Доказательство

Из линейности дифференциального оператора 𝐿( ̂︀𝐷), усло-
вия равенства комплексных чисел и соотношений

𝐿( ̂︀𝐷)𝑦(𝑥) = 𝐿( ̂︀𝐷) (𝑢(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑥)) = 𝐿( ̂︀𝐷)𝑢(𝑥) + 𝑖𝐿( ̂︀𝐷)𝑣(𝑥)

следует, что

𝐿( ̂︀𝐷)𝑦(𝑥) = 0 ⇐⇒ 𝐿( ̂︀𝐷) (𝑢(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑥)) = 0 ⇐⇒

⇐⇒

{︃
𝐿( ̂︀𝐷)𝑢(𝑥) = 0 ,

𝐿( ̂︀𝐷)𝑣(𝑥) = 0 .

Лемма доказана.

Лемма
2.4.3

Пусть комплексно-сопряженные функции

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑖𝑣(𝑥) и 𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) − 𝑖𝑣(𝑥)

линейно независимы на промежутке 𝑋. Тогда бу-
дут линейно независимыми вещественные функ-
ции 𝑢(𝑥) = Re 𝑦(𝑥) и 𝑣(𝑥) = Im 𝑦(𝑥).

Доказательство

Заметим предварительно, что

𝑢(𝑥) =
𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥)

2
и 𝑣(𝑥) =

𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑥)

2𝑖
.

Из условия
κ 𝑢(𝑥) + 𝜇 𝑣(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝑋 (2.4.3)

и равенств

0 = κ 𝑢(𝑥) + 𝜇 𝑣(𝑥) = κ
𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥)

2
+ 𝜇

𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑥)

2𝑖
=

63



=

(︃
κ
2

+
𝜇

2𝑖

)︃
𝑦(𝑥) +

(︃
κ
2
−
𝜇

2𝑖

)︃
𝑦(𝑥) ,

а также в силу линейной независимости 𝑦(𝑥) и 𝑦(𝑥) получа-
ем, что выражения в круглых скобках должны быть равны
нулю одновременно.

Тогда, приняв во внимание равенство
1

𝑖
= −𝑖, получаем{︂

κ − 𝑖𝜇 = 0 ,
κ + 𝑖𝜇 = 0 .

Эта система линейных уравнений имеет по теореме Крамера
единственное решение κ = 𝜇 = 0. Значит, функции 𝑢(𝑥) и
𝑣(𝑥) линейно независимы, поскольку оказалось, что из ра-
венства (2.4.3) следует κ = 𝜇 = 0.

Лемма доказана.

Теперь опишем процедуру выделения вещественных решений из об-
щего решения уравнения (2.4.1).

В силу леммы 2.4.1 для 𝜆𝑟 = 𝛼𝑟 + 𝑖𝛽𝑟 – каждого невещественного
(то есть с 𝛽𝑟 ̸= 0) корня кратности 𝑘𝑟 характеристического уравне-
ния (2.4.2) – будет существовать сопряженный корень 𝜆𝑟 = 𝛼𝑟 − 𝑖𝛽𝑟 ,
причем той же кратности. Следовательно, в табл. 2.3.1 для каждой
базисной функции 𝑦𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝜆𝑟𝑥, где 𝑞 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘𝑟 − 1 , найдется
сопряженная ей функция 𝑦𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝜆𝑟𝑥. Действительно, по формуле
Эйлера:

𝑦𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝜆𝑟𝑥 = 𝑥𝑞𝑒(𝛼𝑟+𝑖𝛽𝑟)𝑥 = 𝑥𝑞𝑒𝛼𝑟𝑥(cos𝛽𝑟𝑥+ 𝑖 sin𝛽𝑟𝑥) и

𝑦𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝜆𝑟𝑥 = 𝑥𝑞𝑒(𝛼𝑟−𝑖𝛽𝑟)𝑥 = 𝑥𝑞𝑒𝛼𝑟𝑥(cos𝛽𝑟𝑥− 𝑖 sin𝛽𝑟𝑥) .

Поэтому вещественные линейно независимые функции

𝑢𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝛼𝑟𝑥 cos𝛽𝑟𝑥 и 𝑣𝑞𝑟(𝑥) = 𝑥𝑞𝑒𝛼𝑟𝑥 sin𝛽𝑟𝑥

будут, согласно лемме 2.4.2, решениями уравнения (2.4.1).
Перейдем в линейном пространстве решений от базиса, содержа-

щегося в табл. 2.1, к новому базису, заменив каждую пару функций
{ 𝑦𝑞𝑟(𝑥), 𝑦𝑞𝑟(𝑥) } на пару функций {𝑢𝑞𝑟(𝑥), 𝑣𝑞𝑟(𝑥) } . Заметим при
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этом, что в силу леммы 2.4.3 из линейной независимости функций
𝑦𝑞𝑟(𝑥), 𝑦𝑞𝑟(𝑥) и соотношений

𝑢𝑞𝑟(𝑥) =
𝑦𝑞𝑟(𝑥) + 𝑦𝑞𝑟(𝑥)

2
и 𝑣𝑞𝑟(𝑥) =

𝑦𝑞𝑟(𝑥) − 𝑦𝑞𝑟(𝑥)

2𝑖

следует линейная независимость функций 𝑢𝑞𝑟(𝑥), 𝑣𝑞𝑟(𝑥) .
Новый базис состоит из 𝑛 вещественных функций, которые обозна-

чим как 𝜓𝑗(𝑥). В нем любое вещественное решение уравнения (2.4.1)
представимо как некоторая вещественная линейная комбинация функ-
ций 𝜓𝑗(𝑥).

Таким образом, доказана

Теорема
2.4.1

Общее вещественное решение уравнения (2.4.1)
имеет вид

𝑦(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅𝑗𝜓𝑗(𝑥) ,

где 𝑅𝑗 – произвольные вещественные константы.

В заключение рассмотрим простой, но очень важный для физиче-
ских и технических приложений пример.

Задача
2.4.1

Найти все вещественные решения уравнения 𝑦′′+𝜔2𝑦 = 0,
если 𝜔 > 0 .

Решение Характеристическое уравнение имеет в данном случае
вид 𝜆2 + 𝜔2 = 0. У него есть два сопряженных корня
𝜆1,2 = ±𝑖𝜔 кратности 1 каждое. Поэтому общее комплекс-
ное решение исходного уравнения будет

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑖𝜔𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝜔𝑥.

По формуле Эйлера: 𝑒𝑖𝜔𝑥 = cos𝜔𝑥+ 𝑖 sin𝜔𝑥 . Значит,

𝑢(𝑥) = Re ei𝜔x = cos𝜔𝑥 и

𝑣(𝑥) = Im ei𝜔x = sin𝜔𝑥.
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Решение
получено.

Переходя в 𝐸2 – в линейном пространстве решений ис-
ходного уравнения – от базиса

{︀
𝑒𝑖𝜔𝑥; 𝑒−𝑖𝜔𝑥

}︀
к базису

{cos𝜔𝑥; sin𝜔𝑥}, получаем окончательно

𝑦(𝑥) = 𝑅1 cos𝜔𝑥+𝑅2 sin𝜔𝑥 ,

где 𝑅1 и 𝑅2 – произвольные вещественные константы.

2.5. Неоднородные линейные уравнения
с постоянными коэффициентами

Рассмотрим теперь случай неоднородных линейных дифферен-
циальных уравнений следующего вида:

𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑦
(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑏(𝑥) , (2.5.1)

предполагая, что общее решение соответствующего однородного урав-
нения уже найдено.

Как и ранее, числа

{ 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 }

являются произвольными комплексными константами, а 𝑏(𝑥) есть ком-
плекснозначная, непрерывная функция, зависящая от вещественного
аргумента 𝑥 ∈ 𝑋.

Согласно следствию 2.1.2 для построения общего решения неодно-
родного уравнения (2.5.1) достаточно найти какое-нибудь его частное
решение.

Мы воспользуемся методом вариации постоянных (методом
Лагранжа), основой которого является

Теорема
2.5.1

Пусть общее решение однородного уравнения
(2.5.1) имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑔1(𝑥) + 𝐶2𝑔2(𝑥) + · · · + 𝐶𝑛𝑔𝑛(𝑥) ,
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где функции {𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . 𝑔𝑛(𝑥)} образуют ба-
зис в пространстве частных решений однородно-
го уравнения. Тогда неоднородное уравнение (2.5.1)
имеет решение вида

𝑦*(𝑥) = 𝐶1(𝑥)𝑔1(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝑔2(𝑥) + · · · + 𝐶𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥) ,

где непрерывно дифференцируемые функции
{𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥), . . . 𝐶𝑛(𝑥)} находятся из системы ли-
нейных уравнений:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶 ′
1(𝑥)𝑔1(𝑥) + 𝐶 ′

2(𝑥)𝑔2(𝑥) + · · · + 𝐶 ′
𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥) = 0 ,

𝐶 ′
1(𝑥)𝑔′1(𝑥) + 𝐶 ′

2(𝑥)𝑔′2(𝑥) + · · · + 𝐶 ′
𝑛(𝑥)𝑔′𝑛(𝑥) = 0 ,

𝐶 ′
1(𝑥)𝑔′′1 (𝑥) + 𝐶 ′

2(𝑥)𝑔′′2 (𝑥) + · · · + 𝐶 ′
𝑛(𝑥)𝑔′′𝑛(𝑥) = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐶 ′
1(𝑥)𝑔

(𝑛−1)
1 (𝑥) + . . . + 𝐶 ′

𝑛(𝑥)𝑔
(𝑛−1)
𝑛 (𝑥) = 𝑏(𝑥) .

Доказательство

Найдем выражения для производных от функции 𝑦*(𝑥) до
𝑛−го порядка включительно, используя следующую проце-
дуру:

если 𝑦* =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑔𝑘 , то 𝑦*
′

=

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐶 ′
𝑘𝑔𝑘 + 𝐶𝑘𝑔

′
𝑘) .

Потребуем, кроме того, чтобы
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔𝑘 = 0 , ибо в этом

случае 𝑦*
′

=
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶𝑘𝑔
′
𝑘 , то есть формула для производной

упрощается.

Дифференцируя еще раз, получаем, что 𝑦*
′′

=
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶𝑘𝑔
′′
𝑘 ,
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при условии, что
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔

′
𝑘 = 0 .

Эту процедуру последовательно выполняем до получения
формул

𝑦*(𝑛−1) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑔
(𝑛−1)
𝑘 , при условии, что

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔

(𝑛−2)
𝑘 = 0 .

и

𝑦*(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝐶𝑘𝑔

(𝑛)
𝑘 + 𝐶 ′

𝑘𝑔
(𝑛−1)
𝑘

)︁
.

Теперь, подставляя полученные выражения для функции
𝑦*(𝑥) и ее производных в уравнение (2.5.1), приходим к

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

(︁
𝑔
(𝑛)
𝑘 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑔

′
𝑘 + 𝑎𝑛𝑔𝑘

)︁
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔

(𝑛−1)
𝑘 = 𝑏(𝑥) ,

а учитывая, что каждая функция 𝑔𝑘(𝑥) есть частное реше-
ние однородного уравнения (2.5.1), (т.е. выражения в боль-
ших круглых скобках равны нулю), получаем условие

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔

(𝑛−1)
𝑘 = 𝑏(𝑥) ,

которое в совокупности с использованными ранее равенства-
ми

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶 ′
𝑘𝑔

(𝑗)
𝑘 = 0 ∀𝑗 = [0, 𝑛− 2]

образует систему уравнений, указанную в условии теоремы.

В матричной форме данная система имеет вид⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑔1(𝑥) 𝑔2(𝑥) . . . 𝑔𝑛(𝑥)
𝑔′1(𝑥) 𝑔′2(𝑥) . . . 𝑔′𝑛(𝑥)
𝑔′′1 (𝑥) 𝑔′′2 (𝑥) . . . 𝑔′′𝑛(𝑥)
. . . . . . . . . . . .

𝑔
(𝑛−1)
1 (𝑥) 𝑔

(𝑛−1)
2 (𝑥) . . . 𝑔

(𝑛−1)
𝑛 (𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐶 ′

1

𝐶 ′
2

𝐶 ′
3

. . .
𝐶 ′

𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0
0
0
. . .
𝑏(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

(2.5.2)
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В § 5.3 (теорема 5.3.3) будет показано, что определитель ос-
новной матрицы системы (2.5.2) (называемый определите-
лем Вронского или вронскианом) отличен от нуля для систе-
мы линейно независимых функций {𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . 𝑔𝑛(𝑥)},
являющихся частными решениями однородного уравне-
ния (2.5.1). Поэтому, в силу теоремы Крамера, функции
𝐶 ′

𝑘(𝑥) ∀𝑘 = [1, 𝑛] существуют и единственны.

Теорема доказана.

Следствие
2.5.1

Уравнение (2.5.1) интегрируется в квадратурах.

Доказательство

Следует из утверждения теоремы 2.5.1 и очевидной возмож-
ности представления каждой функции

𝐶𝑘(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥0

𝐶 ′
𝑘(𝑢)𝑑𝑢 ∀𝑘 = [1, 𝑛]

в виде интеграла с переменным верхним пределом.

Следствие доказано.
Для некоторых классов функций 𝑏(𝑥) общее решение уравнения

(2.5.1) удается выразить через элементарные функции. Важный для
приложений такой случай описывает

Теорема
2.5.2

Пусть 𝑏(𝑥) квазимногочлен вида 𝑃𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, где
𝑃𝑚(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + · · · + 𝑐𝑚𝑥

𝑚 , а 𝑦*(𝑥) – некото-
рое частное решение неоднородного уравнения
(2.5.1). Тогда найдется алгебраический много-
член 𝑄𝑚(𝑥) = 𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · · + 𝑑𝑚𝑥

𝑚 такой, что
– 𝑦*(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, если 𝜇 не является

корнем характеристического многочлена
уравнения (2.5.1) (так называемый нере-
зонансный случай);

– 𝑦*(𝑥) = 𝑥𝑘𝑄𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, если 𝜇 корень ха-
рактеристического многочлена уравне-
ния (2.5.1) кратности 𝑘 (резонансный слу-
чай).
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Доказательство

Будем искать 𝑦*(𝑥) в виде 𝑢(𝑥)𝑒𝜇𝑥. Подставим эту функцию
в исходное уравнение 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 = 𝑃𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, получим (исполь-
зуя «формулу сдвига», теорема 2.2.1):

𝐿( ̂︀𝐷)
(︀
𝑢(𝑥)𝑒𝜇𝑥

)︀
= 𝑃𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥 ,

𝑒𝜇𝑥𝐿( ̂︀𝐷 + 𝜇)𝑢(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥 ,

𝐿( ̂︀𝐷 + 𝜇)𝑢(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥) . (2.5.3)

1∘. Пусть 𝐿(𝜆+ 𝜇) = 𝑏0 + 𝑏1𝜆+ . . .+ 𝑏𝑛𝜆
𝑛 . В нерезонансном

случае 𝐿(0 + 𝜇) = 𝐿(𝜇) ̸= 0 и, значит, 𝑏0 ̸= 0, и 𝑢(𝑥) можно
найти в виде многочлена

𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · · + 𝑑𝑚𝑥
𝑚

из уравнения (2.5.3), приравнивая коэффициенты при рав-
ных степенях 𝑥 в его обеих частях.
Действительно, из равенств

𝑏0𝑢+ 𝑏1𝑢
′ + . . .+ 𝑏𝑛𝑢

(𝑛) =

= 𝑏0(𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · ·+ 𝑑𝑚𝑥
𝑚) + 𝑏1(𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · ·+ 𝑑𝑚𝑥

𝑚)′ + . . .

. . .+ 𝑏𝑛(𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · · + 𝑑𝑚𝑥
𝑚)(𝑛) =

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥+ · · · + 𝑐𝑚𝑥
𝑚

получаем линейную систему алгебраических уравнений с
треугольной матрицей, на диагонали которой находится
ненулевое число 𝑏0 :

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 . . . 0 𝑏0
0 . . . 𝑏0 𝑞1𝑏1
0 . . . 𝑝2𝑏1 𝑞2𝑏2
. . . . . . . . . . . .
𝑏0 . . . 𝑝𝑚𝑏𝑚−1 𝑞𝑚𝑏𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑑0
𝑑1
𝑑2
. . .
𝑑𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑐𝑚
𝑐𝑚−1

𝑐𝑚−2

. . .
𝑐0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,

где 𝑝𝑖 и 𝑞𝑗 — некоторые известные константы. Таким обра-
зом,

𝑑𝑚 =
𝑐𝑚

𝑏0
, 𝑑𝑚−1 =

𝑐𝑚−1 −𝑚𝑏1𝑑𝑚

𝑏0
, . . .
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В итоге мы приходим к виду функции 𝑦*(𝑥), указанному в
нерезонансном случае формулировки теоремы.

2∘. Пусть теперь 𝜇 есть корень характеристического уравне-
ния кратности 𝑘. Покажем, что в этом случае

𝐿(𝜆+ 𝜇) = 𝑏𝑘𝜆
𝑘 + 𝑏𝑘+1𝜆

𝑘+1 + . . .+ 𝑏𝑛𝜆
𝑛 ̸= 0 . (2.5.4)

Действительно, в резонансном случае характеристическое
уравнение для уравнения (2.5.3):

𝐿(𝜆+ 𝜇) = 0 (2.5.5)

имеет нулевой корень, поскольку 𝐿(0 + 𝜇) = 𝐿(𝜇) = 0 . Ана-
логично, в силу того, что 𝜇 — корень кратности 𝑘, будут
верны также равенства

𝐿
(𝑗 )
𝜆 (0 + 𝜇) = 0 ∀ 𝑗 = [ 1, 𝑘 − 1], но 𝐿

(𝑘)
𝜆 (0 + 𝜇) ̸= 0 .

А это означает, что уравнение (2.5.5) имеет нулевой ко-
рень, притом той же кратности 𝑘, и, следовательно, формула
(2.5.4) верная.

Уравнение (2.5.3) теперь будет иметь вид(︀
𝑏𝑘 ̂︀𝐷𝑘 + 𝑏𝑘+1

̂︀𝐷𝑘+1 + . . .+ 𝑏𝑛 ̂︀𝐷𝑛
)︀
𝑢(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥) или

𝑏𝑘𝑢
(𝑘)(𝑥) + 𝑏𝑘+1𝑢

(𝑘+1)(𝑥) + . . .+ 𝑏𝑛𝑢
(𝑛)(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥) . (2.5.6)

Порядок уравнения (2.5.6) можно понизить, введя новую
неизвестную функцию 𝑤(𝑥) = 𝑢(𝑘). Получаем уравнение ви-
да 𝑏𝑘𝑤(𝑥) + 𝑏𝑘+1𝑤

′(𝑥) + . . .+ 𝑏𝑛𝑤
(𝑛−𝑘)(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥) ,

для которого, в силу 𝑏𝑘 ̸= 0, мы имеем нерезонансный слу-
чай, и поэтому 𝑤(𝑥) = 𝑇𝑚(𝑥).
Наконец, из равенства 𝑢(𝑘) = 𝑇𝑚(𝑥), путем его последова-
тельного 𝑘-кратного интегрирования в пределах от 0 до 𝑥,
получим указанный в резонансной части формулировки тео-
ремы вид функции 𝑦*(𝑥).

Теорема доказана.

Следствие
2.5.2

Пусть коэффициенты уравнения (2.5.1) веще-
ственны, а 𝑏(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 (𝐴(𝑥) cos𝛽𝑥+𝐵(𝑥) sin𝛽𝑥), где
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𝛼, 𝛽 – вещественные числа, 𝐴(𝑥) и 𝐵(𝑥) – веще-
ственные многочлены, один из которых степени
𝑚, а второй степени не выше, чем 𝑚. Тогда урав-
нение (2.5.1) имеет частное решение вида

— 𝑦*(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 (𝐶(𝑥) cos𝛽𝑥+𝐷(𝑥) sin𝛽𝑥) , если
𝛼 + 𝑖𝛽 не является корнем характери-
стического многочлена уравнения (2.5.1)
(нерезонансный случай);

— 𝑦*(𝑥) = 𝑥𝑘𝑒𝛼𝑥 (𝐶(𝑥) cos𝛽𝑥+𝐷(𝑥) sin𝛽𝑥) , если
𝛼+ 𝑖𝛽 – корень характеристического мно-
гочлена для уравнения (2.5.1) кратности
𝑘 (резонансный случай).

Функции 𝐶(𝑥) и 𝐷(𝑥) — вещественные алгебраи-
ческие многочлены степени 𝑚.

Доказательство

Следует из утверждения теоремы 2.5.2 и правила выделения
вещественного решения (теорема 2.4.1).

Следствие доказано.

В заключение отметим, что существуют некоторые классы линей-
ных уравнений с переменными коэффициентами, которые специаль-
ной заменой переменных сводятся к уравнениям с постоянными коэф-
фициентами. Характерным примером такого класса может служить
уравнение Эйлера 𝑛-го порядка, имеющего вид

𝑥𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑥
𝑛−1𝑦(𝑛−1) + . . . + 𝑎𝑛−1𝑥𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0 ,

где 𝑎𝑘 – некоторые константы.
Проверьте самостоятельно, что это уравнение сводится к уравне-

нию с постоянными коэффициентами при замене 𝑥 = 𝑒𝑡 , причем
будут иметь место равенства 𝑦(𝑥) = 𝑦 (𝑒𝑡) = 𝑢(𝑡) :

𝑥𝑦′ = �̇� ,
𝑥2𝑦′′ = �̈�− �̇� ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝑥𝑛𝑦(

′𝑛) = 𝑢(·𝑛) + 𝜇𝑛,𝑛−1𝑢
(·(𝑛−1)) + . . . + 𝜇𝑛,2�̈�+ 𝜇𝑛,1�̇� ,

где 𝜇𝑝𝑞 – постоянные коэффициенты, находимые в процессе последо-
вательного дифференцирования функции 𝑦(𝑥) .

Заметьте, что здесь штриховой символ обозначает дифференциро-
вание по 𝑥 , а верхняя точка – дифференцирование по 𝑡 .
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Глава 3

Системы линейных
дифференциальных
уравнений с постоянными
коэффициентами

Определение
3.0.1

Нормальной системой линейных дифферен-
циальных уравнений с постоянными коэффици-
ентами порядка 𝑛 ≥ 2 называется система урав-
нений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏1(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏2(𝑡),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�̇�𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏𝑛(𝑡),
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Определение
3.0.1

где 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥𝑘(𝑡) 𝑘 = [1, 𝑛] – комплексно-
значные непрерывно дифференцируемые неиз-
вестные функции вещественного аргумента, а
𝑏𝑘(𝑡), 𝑘 = [1, 𝑛] – заданные, непрерывные на 𝑇
функции, называемые свободными членами. Чис-
ла 𝑎𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] – комплексные константы.

Данную систему уравнений часто записывают в так называемом
неразвернутом виде

�̇�𝑖(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖(𝑡) , ∀𝑖 = [1, 𝑛] , (3.0.1)

или же в еще более простой, матричной форме ‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ + ‖𝑏‖ ,
где

‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , ‖𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , ‖𝑏‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑏1(𝑡)
𝑏2(𝑡)
. . .
𝑏𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Отметим сразу, что задача Коши для системы линейных уравнений
(3.0.1) заключается в отыскании ее частного решения, удовлетворяю-
щего начальным условиям 𝑥𝑘(𝑡0) = 𝑥(0)𝑘 ∀𝑘 = [1, 𝑛], где 𝑥(0)𝑘, 𝑡0 ∈ 𝑇 –
фиксированные комплексные числа. 1 Далее (в § 4.3) будет показано,
что задача Коши для системы уравнений (3.0.1) разрешима всегда и
притом однозначно.

Методы решения системы уравнений (3.0.1) принципиально анало-
гичны методам решения линейного уравнения 𝑛-го порядка, поскольку
линейное уравнение 𝑛-го порядка может быть сведено к системе вида
(3.0.1) и наоборот. Иллюстрацией такого сведения, называемого мето-
дом исключения, может служить следующий пример.

Задача
3.0.1

Найти вещественные решения системы линейных уравне-
ний {︂

�̇�1(𝑡) = 4𝑥1(𝑡) − 3𝑥2(𝑡) + sin 𝑡,
�̇�2(𝑡) = 2𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) − 2 cos 𝑡.

1Здесь и далее нижний индекс, выделенный круглыми скобками, есть номер
члена некоторого множества (последовательности), а не номер координаты.
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Решение

Решение
получено.

Продифференцировав обе части первого уравнения, по-
лучим равенство �̈�1(𝑡) = 4�̇�1(𝑡)−3�̇�2(𝑡)+cos 𝑡. Затем под-
ставляя в него �̇�2(𝑡) = 2𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) − 2 cos 𝑡 из второго
уравнения системы и 3𝑥2(𝑡) = −�̇�1(𝑡) + 4𝑥1(𝑡) + sin 𝑡 – из
первого, приходим к линейному уравнению второго по-
рядка �̈�1(𝑡) − 3�̇�1(𝑡) + 2𝑥1(𝑡) = sin 𝑡 + 7 cos 𝑡. Его общее
решение: 𝑥1(𝑡) = 𝑅1 𝑒

𝑡 +𝑅2 𝑒
2𝑡 − 2 sin 𝑡+ cos 𝑡.

Далее, опять-таки из первого уравнения исходной систе-
мы, получаем

𝑥2(𝑡) = 𝑅1 𝑒
𝑡 +

2

3
𝑅2 𝑒

2𝑡 − 2 sin 𝑡+ 2 cos 𝑡,

где 𝑅1 и 𝑅2 произвольные вещественные константы.
Наконец, в матричной форме это решение можно запи-
сать так⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑅1

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
𝑒𝑡+𝑅2

⃦⃦⃦⃦
1
2
3

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡−

⃦⃦⃦⃦
2 sin 𝑡− cos 𝑡
2 sin 𝑡− 2 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Использованный метод аналогичен методу исключения при реше-
нии систем алгебраических уравнений. Применение его, как правило,
целесообразно лишь для достаточно простых и низкоразмерных си-
стем вида (3.0.1).

3.1. Однородные системы линейных урав-
нений с постоянными коэффициентами
(случай базиса из собственных векто-
ров)

Рассмотрим теперь однородную систему линейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ . (3.1.1)

Свойства ее общего решения – совокупности всех частных решений
– описываются следующим набором теорем.
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Теорема
3.1.1
(Принцип
супер-
позиции)

Если ‖𝑥(1)(𝑡)‖ и ‖𝑥(2)(𝑡)‖ – частные решения систе-
мы (3.1.1), то ‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖𝑥(1)(𝑡)‖+𝐶2‖𝑥(2)(𝑡)‖ также
есть ее частное решение для любых комплексных
констант 𝐶1 и 𝐶2.

Доказательство

Если ‖𝑥(1)(𝑡)‖ и ‖𝑥(2)(𝑡)‖ – частные решения системы (3.1.1),
то справедливы равенства ‖�̇�(1)(𝑡)‖ − ‖𝐴‖‖𝑥(1)(𝑡)‖ = ‖𝑜‖ и
‖�̇�(2)(𝑡)‖ − ‖𝐴‖‖𝑥(2)(𝑡)‖ = ‖𝑜‖ , где ‖𝑜‖ — нулевой столбец.

Имеем

‖�̇�(𝑡)‖ − ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ =

= 𝐶1‖�̇�(1)(𝑡)‖+𝐶2‖�̇�(2)(𝑡)‖−𝐶1‖𝐴‖‖𝑥(1)(𝑡)‖−𝐶2‖𝐴‖‖𝑥(2)(𝑡)‖ =

= 𝐶1

(︀
‖�̇�(1)(𝑡)‖ − ‖𝐴‖‖𝑥(1)(𝑡)‖

)︀
+

+𝐶2

(︀
‖�̇�(2)(𝑡)‖ − ‖𝐴‖‖𝑥(2)(𝑡)‖

)︀
= 𝐶1‖𝑜‖ + 𝐶2‖𝑜‖ = ‖𝑜‖ .

Теорема доказана.

Следствие
3.1.1

Множество всех частных решений однородной
системы (3.1.1) образует линейное пространство.

Доказательство

Следует из аксиоматики линейного пространства и теоремы
3.1.1.

Следствие доказано.

Предположим теперь, что ‖𝐴‖ – матрица системы уравнений (3.1.1)
– задает в 𝑛-мерном унитарном пространстве 𝑈𝑛 со стандартным бази-
сом линейный оператор (точнее, линейное преобразование) ̂︀𝐴. Напом-
ним также, что ненулевой элемент 𝑓 ∈ 𝑈𝑛 называется собственным
вектором оператора ̂︀𝐴, отвечающим собственному значению 𝜆, если̂︀𝐴𝑓 = 𝜆𝑓. В координатной форме (как показывается в курсе линейной
алгебры) последнее равенство будет иметь вид

‖ ̂︀𝐴‖‖𝑓‖ = 𝜆‖𝑓‖ .

76



Ответ на вопрос: «При каких ‖𝑓‖ и 𝜆 частное нетривиальное реше-
ние системы (3.1.1) есть вектор-функция ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡?», дает

Теорема
3.1.2

Для того, чтобы вектор-функция ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡
являлась частным ненулевым решением системы
(3.1.1), необходимо и достаточно, чтобы ‖𝑓‖ был
собственным вектором, а 𝜆 – соответствующим
собственным значением линейного преобразова-
ния, задаваемого матрицей ‖𝐴‖ в 𝑈𝑛.

Доказательство

Пусть ‖𝑓‖ некоторый ненулевой столбец. Подставим
‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡 в уравнение (3.1.1), приняв во внимание ра-

венство
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝜆𝑡 = 𝜆𝑒𝜆𝑡, а также то, что 𝑒𝜆𝑡 ̸= 0, получим

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ ⇔ 𝜆‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡 = ‖𝐴‖
(︀
‖𝑓‖𝑒𝜆𝑡

)︀
⇔ ‖𝐴‖‖𝑓‖ = 𝜆‖𝑓‖ .

Теорема доказана.

Возможный вид общего решения однородной системы линейных
дифференциальных уравнений устанавливает

Теорема
3.1.3

Пусть в линейном пространстве 𝑈𝑛 существу-
ет базис

{︀
‖𝑓(1)‖, ‖𝑓(2)‖, . . . , ‖𝑓(𝑛)‖

}︀
из собственных

векторов линейного преобразования, задаваемо-
го в исходном базисе матрицей ‖𝐴‖, и пусть
{𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛} соответствующие этим собствен-
ным векторам собственные значения (среди ко-
торых могут быть и равные). Тогда

– 𝐶1‖𝑓(1)‖𝑒𝜆1𝑡 +𝐶2‖𝑓(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + . . .+𝐶𝑛‖𝑓(𝑛)‖𝑒𝜆𝑛𝑡 ,
где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные ком-
плексные числа, является частным реше-
нием системы (3.1.1);

– и каждое частное решение системы
(3.1.1) может быть представлено в виде
𝐶1‖𝑓(1)‖𝑒𝜆1𝑡 +𝐶2‖𝑓(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + . . .+𝐶𝑛‖𝑓(𝑛)‖𝑒𝜆𝑛𝑡 .

77



Доказательство

Справедливость первого пункта следует из теорем 3.1.1 и
3.1.2.

Докажем второй пункт. Пусть ‖𝑥(𝑡)‖ некоторое частное ре-
шение системы (3.1.1). Его значение при любом фиксирован-
ном 𝑡 ∈ 𝑇 может быть (в силу условия теоремы) разложено в
𝑈𝑛 по базису из собственных векторов преобразования ‖𝐴‖

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐷1(𝑡)‖𝑓(1)‖+𝐷2(𝑡)‖𝑓(2)‖+. . .+𝐷𝑛(𝑡)‖𝑓(𝑛)‖ . (3.1.2)

Подставим это выражение в систему (3.1.1), получим

�̇�1(𝑡)‖𝑓(1)‖ + �̇�2(𝑡)‖𝑓(2)‖ + . . .+ �̇�𝑛(𝑡)‖𝑓(𝑛)‖ =

= 𝐷1(𝑡)‖𝐴‖‖𝑓(1)‖ +𝐷2(𝑡)‖𝐴‖‖𝑓(2)‖ + . . .+𝐷𝑛(𝑡)‖𝐴‖‖𝑓(𝑛)‖ =

= 𝐷1(𝑡)𝜆1‖𝑓(1)‖ +𝐷2(𝑡)𝜆2‖𝑓(2)‖ + . . .+𝐷𝑛(𝑡)𝜆𝑛‖𝑓(𝑛)‖ .

Откуда вытекает равенство(︁
�̇�1(𝑡) − 𝜆1𝐷1(𝑡)

)︁
‖𝑓(1)‖+. . .+

(︁
�̇�𝑛(𝑡) − 𝜆𝑛𝐷𝑛(𝑡)

)︁
‖𝑓(𝑛)‖ = ‖𝑜‖.

Наконец, в силу линейной независимости базисных элемен-
тов, из этого следует

�̇�𝑘(𝑡)−𝜆𝑘𝐷𝑘(𝑡) = 0 ∀𝑘 = [1, 𝑛] =⇒ 𝐷𝑘(𝑡) = 𝐶𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑡 ,

что, в сочетании с равенством (3.1.2), дает требуемый фор-
мат записи решения.

Теорема доказана.

Следствие
3.1.2

В условиях теоремы 3.1.3, линейное простран-
ство, образованное всеми частными решениями
однородной системы (3.1.1), является 𝑛-мерным.

Доказательство

Следует из определения конечномерного линейного про-
странства и теоремы 3.1.3.

Следствие доказано.
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Таким образом, в тех случаях, когда из собственных векторов ли-
нейного преобразования ̂︀𝐴 можно образовать базис в 𝑈𝑛, общее реше-
ние системы (3.1.1) определяется теоремой 3.1.3.

В качестве достаточных признаков такой возможности удобно ис-
пользовать следующие, доказываемые в курсе линейной алгебры, кри-
терии.

Из собственных векторов линейного преобразования можно обра-
зовать базис в 𝑈𝑛, если

– все собственные значения ̂︀𝐴 попарно различны или;
– матрица ‖ ̂︀𝐴‖ эрмитовская (т.е., 𝛼𝑗𝑖 = 𝛼𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]) в 𝑈𝑛

(или же, в случае 𝐸𝑛, симметрическая).

Использование утверждения теоремы 3.1.3 можно проиллюстриро-
вать следующим примером.

Задача
3.1.1

Найти общее решение системы линейных уравнений⎧⎨⎩ �̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑥3(𝑡),
�̇�2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥3(𝑡),
�̇�3(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡).

Решение Найдем собственные значения и собственные векторы ли-
нейного преобразования, задаваемого в 𝑈3 матрицей

‖ ̂︀𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 1

1 0 −1
1 −1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,

являющейся матрицей данной системы дифференциаль-
ных уравнений.
Собственные значения являются корнями характеристи-
ческого уравнения

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −𝜆 1 1

1 −𝜆 −1
1 −1 −𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 =⇒ 𝜆3 − 3𝜆+ 2 = 0 .

Или (𝜆+2)(𝜆−1)2 = 0 , откуда 𝜆1 = −2, 𝜆2,3 = 1 .
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Решение
получено.

Пусть собственные векторы имеют координатные пред-
ставления ‖𝑓‖ = ‖𝜉1 𝜉2 𝜉3‖T. Каждый собственный век-
тор находится из системы линейных уравнений

‖ ̂︀𝐴− 𝜆 ̂︀𝐸‖‖𝑓‖ = ‖𝑜‖ .

Для собственного значения 𝜆1 = −2 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 1 1

1 2 −1
1 −1 2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1
𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
2𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0 ,
𝜉1 + 2𝜉2 − 𝜉3 = 0 ,

что дает ‖𝑓(1)‖ = ‖ − 1 1 1‖T.
Для собственного значения 𝜆2,3 = 1 , у которого крат-
ность 2, получаем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1 1 1

1 −1 −1
1 −1 −1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1
𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︀
𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3 = 0 .

Откуда ‖𝑓(2)‖ = ‖1 1 0‖T и ‖𝑓(3)‖ = ‖1 0 1‖T.
Легко убедиться, что все три собственных вектора ли-
нейно независимые и образуют базис в 𝑈3. Тогда, соглас-
но теореме 3.1.3, общее решение исходной системы может
быть записано в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

1
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒−2𝑡 + 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

1
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝐶3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

0
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡,

где 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные числа.

Если матрица исходной системы уравнений вещественна, то из об-
щего комплексного решения можно выделить вещественные решения.
В этом случае невещественные корни характеристического уравнения
попарно комплексно сопряжены. Комплексно сопряженными при этом
окажутся и соответствующие пары решений, входящие в базис. Каж-
дую такую пару следует заменить двумя вектор-функциями, являю-
щимися вещественной и мнимой частью одной из вектор-функций ис-
ходной пары. То есть процедура этого выделения в точности совпадает
с методом, изложенным в § 2.4, за исключением некоторых техниче-
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ских деталей, для иллюстрации которых достаточно рассмотреть кон-
кретный пример.

Задача
3.1.2

Найти общее вещественное решение системы линейных
уравнений⎧⎨⎩ �̇�1(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) − 𝑥3(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡),
�̇�3(𝑡) = 3𝑥1(𝑡) + 𝑥3(𝑡).

Решение Найдем собственные значения и собственные векторы ли-
нейного преобразования, задаваемого в 𝑈3 матрицей

‖ ̂︀𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1 −1 −1

1 1 0
3 0 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Собственные значения являются корнями характеристи-
ческого уравнения

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1 − 𝜆 −1 −1

1 1 − 𝜆 0
3 0 1 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 =⇒ (1−𝜆)3+4(1−𝜆) = 0.

Или (𝜆−1)
(︀
(𝜆− 1)2 + 4

)︀
= 0, откуда 𝜆1 = 1, 𝜆2,3 = 1±2𝑖.

Пусть собственные векторы имеют координатные пред-
ставления ‖𝑓‖ = ‖𝜉1 𝜉2 𝜉3‖T. Тогда каждый собствен-
ный вектор находится из системы линейных уравнений
‖ ̂︀𝐴− 𝜆 ̂︀𝐸‖‖𝑓‖ = ‖𝑜‖ .
Для собственного значения 𝜆1 = 1 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 −1 −1

1 0 0
3 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1
𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
𝜉2 + 𝜉3 = 0 ,
𝜉1 = 0 ,

что дает ‖𝑓(1)‖ = ‖0 1 − 1‖T.

Для 𝜆2,3 = 1 ± 2𝑖 достаточно найти лишь один собствен-
ный вектор, например для 𝜆2 = 1 + 2𝑖, поскольку другой
должен быть ему комплексно сопряженным.
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Имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2𝑖 −1 −1

1 −2𝑖 0
3 0 −2𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1
𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

{︂
𝜉1 − 2𝑖𝜉2 = 0 .
3𝜉1 − 2𝑖𝜉3 = 0 .

Откуда ‖𝑓(2)‖ = ‖2𝑖 1 3‖T и ‖𝑓(3)‖ = ‖ − 2𝑖 1 3‖T

Все три собственных вектора линейно независимые (по-
скольку собственные значения попарно различны) и обра-
зуют базис в 𝑈3 . Согласно теореме 3.1.3, общее решение
исходной системы может быть записано в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
−1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡+

+𝐶2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1+2𝑖)𝑡 +𝐶3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1−2𝑖)𝑡,

где 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные постоянные.

Пусть Φ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2𝑖

1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒(1+2𝑖)𝑡 = Re Φ(𝑡) + 𝑖 Im Φ(𝑡). Найдем

Re Φ(𝑡) и Im Φ(𝑡). Использовав правила действий с мат-
рицами и формулу Эйлера, получим

Φ(𝑡) =

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 0
1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ 𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎞⎠ 𝑒𝑡 (cos 2𝑡+ 𝑖 sin 2𝑡) =

=

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 0
1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 cos 2𝑡−

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 sin 2𝑡

⎞⎠+

+𝑖

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 0
1
3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 sin 2𝑡+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 cos 2𝑡

⎞⎠ .
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Решение
получено.

Или, сгруппировав подобные члены, найдем

Φ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 ,

что дает

ReΦ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 и ImΦ(𝑡) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 .

Теперь общее вещественное решение может быть записано
в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝑅1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
−1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡+

+𝑅2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 sin 2𝑡

cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 +𝑅3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 cos 2𝑡

sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡,

где 𝑅1, 𝑅2 и 𝑅3 – произвольные вещественные постоян-
ные.

3.2. Однородные системы линейных урав-
нений с постоянными коэффициентами
(случай жорданова базиса)

Рассмотрим теперь процедуру построения общего решения системы
уравнений (3.1.1) в случае, когда условия теоремы 3.1.3 не выполне-
ны. Такая ситуация может возникнуть при наличии кратных корней
у характеристического уравнения линейного преобразования ̂︀𝐴, зада-
ваемого в 𝑈𝑛 матрицей ‖𝐴‖.

Действительно, из курса линейной алгебры известно, что размер-
ность собственного подпространства, отвечающего собственному зна-
чению кратности 𝑘, не меньше, чем единица, но не больше, чем 𝑘. По-
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этому максимальное число линейно независимых собственных векто-
ров, отвечающих собственному значению кратности 𝑘 ≥ 2, может ока-
заться строго меньше, чем 𝑘. Это, в свою очередь, будет означать, что
полное число линейно независимых собственных векторов линейного
оператора ‖𝐴‖ окажется меньше 𝑛 — размерности 𝑈𝑛, — ибо полное
число корней характеристического уравнения (с учетом их кратности)
всегда равно 𝑛. И, следовательно, в линейном пространстве частных
решений системы уравнений (3.1.1) не удается построить базис вида,
указанного в формулировке теоремы 3.1.3.

Примером матрицы с подобными свойствами является квадратная
матрица порядка 𝑙 ≥ 2 следующего вида

‖𝐽𝑙(𝜆0)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝜆0 1 0 . . . 0 0 0
0 𝜆0 1 . . . 0 0 0
0 0 𝜆0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆0 1 0
0 0 0 . . . 0 𝜆0 1
0 0 0 . . . 0 0 𝜆0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
. (3.2.1)

Такую матрицу называют жордановой клеткой порядка 𝑙. У нее все
элементы, стоящие на главной диагонали, одинаковы, элементы, рас-
положенные на первой наддиагонали, равны единице, а остальные эле-
менты — нули.

Матрица ‖𝐽𝑙(𝜆0)‖, определяющая некоторое линейное преобразова-
ние ̂︀𝐽𝑙 в 𝑈 𝑙, имеет единственное собственное значение 𝜆 = 𝜆0 кратно-
сти 𝑙, которому отвечает лишь один линейно независимый собственный
вектор ‖𝑓‖ = ‖1 0 0 . . . 0‖T, поскольку rg ‖ ̂︀𝐽𝑙(𝜆0) − 𝜆0 ̂︀𝐸‖ = 𝑙− 1. Ина-
че говоря, размерность собственного подпространства равна единице,
и базис из собственных векторов ‖𝐽𝑙(𝜆0)‖ в 𝑈 𝑙 не существует.

Здесь стоит отметить, что, во-первых, система (3.1.1) в случае, ко-
гда ‖𝐴‖ = ‖𝐽𝑙(𝜆0)‖, легко решается. Это показано в конце данного
параграфа. И, во-вторых, элементы базиса в 𝑈 𝑙, в котором преобразо-
вание ‖ ̂︀𝐴‖ имеет матрицу вида (3.2.1), должны удовлетворять следу-
ющим соотношениям:

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(1)‖ = 𝜆0‖ℎ(1)‖ ,
‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(2)‖ = 𝜆0‖ℎ(2)‖ + ‖ℎ(1)‖ ,
‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(3)‖ = 𝜆0‖ℎ(3)‖ + ‖ℎ(2)‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴‖‖ℎ(𝑙)‖ = 𝜆0‖ℎ(𝑙)‖ + ‖ℎ(𝑙−1)‖

=⇒

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ ,
‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ ,
‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(3)‖ = ‖ℎ(2)‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙)‖ = ‖ℎ(𝑙−1)‖ .
(3.2.2)
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Действительно, согласно определению матрицы линейного пре-
образования, ее столбцами (в некотором конкретном базисе{︀
‖ℎ(1)‖, ‖ℎ(2)‖, . . . , ‖ℎ(𝑙)‖

}︀
) являются координатные столбцы

образов базисных элементов. Тогда, учитывая структуру матрицы
(3.2.1), мы приходим к формулам (3.2.2).

Теперь покажем, что в пространстве частных решений системы
(3.1.1) возможно построить базис, позволяющий описать ее общее ре-
шение, добавив к собственным векторам ‖𝐴‖ дополнительные элемен-
ты пространства 𝑈𝑛, определяемые формулами (3.2.2).

Рассмотрим эту процедуру подробнее. Пусть 𝜆0 – собственное зна-
чение, а ‖ℎ(1)‖ – соответствующий ему собственный вектор линейного
преобразования ‖ ̂︀𝐴‖, действующего в 𝑈𝑛. Тогда можно дать

Определение
3.2.1

Элементы ‖ℎ(1)‖, ‖ℎ(2)‖, . . . , ‖ℎ(𝑙)‖, принадле-
жащие 𝑈 𝑙 и являющиеся решениями уравнений

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ ,

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(3)‖ = ‖ℎ(2)‖ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙)‖ = ‖ℎ(𝑙−1)‖ ,

(3.2.3)

в то время как уравнение

‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖‖ℎ(𝑙+1)‖ = ‖ℎ(𝑙)‖

решений не имеет, называются жордановой це-
почкой длиной 𝑙, начинающейся с собственного
вектора ‖ℎ(1)‖.

Элементы ‖ℎ(2)‖, ‖ℎ(3)‖, . . . , ‖ℎ(𝑙)‖ называются
присоединенными векторами к вектору ‖ℎ(1)‖.

Например (покажите это самостоятельно), жорданова цепочка, по-
строенная для матрицы вида (3.2.1) с начальным собственным векто-
ром ‖𝑓‖ = ‖1 0 0 . . . 0‖T, является стандартным базисом в линейном
пространстве 𝑈 𝑙.
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Заметим также, что уравнения (3.2.3) можно записать в других
формах, а именно: если обозначить ‖ ̂︀𝐵‖ = ‖ ̂︀𝐴− 𝜆0 ̂︀𝐸‖, то в виде

‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ , =⇒ ‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ ,

‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ , =⇒ ‖ ̂︀𝐵‖2‖ℎ(2)‖ = ‖𝑜‖ ,

‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(3)‖ = ‖ℎ(2)‖ , =⇒ ‖ ̂︀𝐵‖3‖ℎ(3)‖ = ‖𝑜‖ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(𝑙)‖ = ‖ℎ(𝑙−1)‖ , =⇒ ‖ ̂︀𝐵‖𝑙‖ℎ(𝑙)‖ = ‖𝑜‖ .

(3.2.4)

Опишем теперь основные свойства жордановых цепочек.

Теорема
3.2.1

Множество элементов в 𝑈 𝑙, являющихся
– какой-либо жордановой цепочкой;
– либо объединением нескольких различ-

ных жордановых цепочек,
линейно независимое.

Доказательство

Докажем первое утверждение.

Из соотношений (3.2.4) следует, что

‖ ̂︀𝐵‖𝑠‖ℎ(𝑠+1)‖ = ‖ℎ(1)‖ ∀𝑠 = [1, 𝑙 − 1]

и (3.2.5)

‖ ̂︀𝐵‖𝑟‖ℎ(𝑠+1)‖ = ‖𝑜‖ ∀𝑟 > 𝑠, ∀𝑠 = [1, 𝑙 − 1] ,

поскольку результат умножения матрицы ‖ ̂︀𝐵‖ на присоеди-

ненный вектор есть или присоединенный вектор с номером
на единицу меньшим, или же нулевой столбец. Действитель-
но, ∀𝑠 = [1, 𝑙 − 1] :

‖ ̂︀𝐵‖𝑠‖ℎ(𝑠+1)‖ = ‖ ̂︀𝐵‖𝑠−1‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(𝑠+1)‖ = ‖ ̂︀𝐵‖𝑠−1‖ℎ(𝑠)‖ = . . .

. . . = ‖ ̂︀𝐵‖2‖ℎ(3)‖ = ‖ ̂︀𝐵‖‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(3)‖ = ‖ ̂︀𝐵‖‖ℎ(2)‖ = ‖ℎ(1)‖ .
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Пусть

𝐶1‖ℎ(1)‖ + 𝐶2‖ℎ(2)‖ + . . . + 𝐶𝑙‖ℎ(𝑙)‖ = ‖𝑜‖ .

Покажем, что в этом случае линейная комбинация в левой
части равенства тривиальная.

Действительно, умножив обе части равенства на ‖ ̂︀𝐵‖𝑙−1, по-
лучим

‖ ̂︀𝐵‖𝑙−1
(︀
𝐶1‖ℎ(1)‖ + 𝐶2‖ℎ(2)‖ + . . . + 𝐶𝑙‖ℎ(𝑙)‖

)︀
= ‖𝑜‖ ,

𝐶1‖ ̂︀𝐵‖𝑙−1‖ℎ(1)‖+𝐶2‖ ̂︀𝐵‖𝑙−1‖ℎ(2)‖+ . . . +𝐶𝑙‖ ̂︀𝐵‖𝑙−1‖ℎ(𝑙)‖ = ‖𝑜‖

или (с учетом (3.2.5)):

𝐶𝑙‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ =⇒ 𝐶𝑙 = 0 .

Затем, подставив 𝐶𝑙 = 0 и умножив обе части на ‖ ̂︀𝐵‖𝑙−2,
получим

𝐶𝑙−1‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖ =⇒ 𝐶𝑙−1 = 0

и т.д.

А из тривиальности рассматриваемой линейной комбинации
следует справедливость первого утверждения теоремы.

Наконец, поскольку векторы ‖ℎ(1)‖ из всех жордановых це-
почек линейно независимы в своей совокупности, то оказы-
вается справедливым и второе утверждение теоремы.

Теорема доказана.

В курсе линейной алгебры (см., например, [5]) также доказывается,
важная для рассматриваемой задачи,

Теорема
3.2.2
(Жордана)

Для любого линейного преобразования ̂︀𝐴 в 𝑈𝑛 су-
ществует базис (называемый жордановым), обра-
зованный из всех жордановых цепочек для всех
попарно различных собственных значений этого
преобразования.
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Определение
3.2.2

Жордановым блоком, отвечающим собственному
значению 𝜆0 кратности 𝑘 с 𝑞-мерным собствен-
ным подпространством, назовем квадратную по-
рядка 𝑘 блочно-диагональную матрицу ‖𝐽(𝜆0)‖
вида⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦ ‖𝐽𝑙1(𝜆0)‖ ‖ 𝑂 ‖ . . . ‖ 𝑂 ‖
‖ 𝑂 ‖ ‖𝐽𝑙2(𝜆0)‖ . . . ‖ 𝑂 ‖
. . . . . . . . . . . .

‖ 𝑂 ‖ ‖ 𝑂 ‖ . . . ‖𝐽𝑙𝑞 (𝜆0)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где расположенные на главной диагонали квад-
ратные подматрицы ‖𝐽𝑙1‖, ‖𝐽𝑙2‖, . . . , ‖𝐽𝑙𝑞‖ суть
жордановы клетки вида (3.2.1), отвечающие соб-
ственному значению 𝜆0 и каждому из 𝑞 линейно
независимых собственных векторов, начинающих
соответствующие жордановы цепочки, имеющих
длины 𝑙1, 𝑙2, . . . 𝑙𝑞 .
Через ‖𝑂 ‖ обозначены нулевые подматрицы под-
ходящего размера.

Отметим, что при этом сумма порядков (размеров) жордановых
клеток в блоке равна кратности собственного значения 𝜆0, то есть

𝑙1 + 𝑙2 + . . . + 𝑙𝑞 = 𝑘 .

Например, жордановы блоки с 𝑘 = 4 и 𝑞 = 2 могут иметь вид⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝜆0 1 0 0

0 𝜆0 0 0
0 0 𝜆0 1
0 0 0 𝜆0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝜆0 1 0 0

0 𝜆0 1 0
0 0 𝜆0 0
0 0 0 𝜆0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝜆0 0 0 0

0 𝜆0 1 0
0 0 𝜆0 1
0 0 0 𝜆0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Пусть линейное преобразование ‖ ̂︀𝐴‖, действующее в 𝑈𝑛, заданное
матрицей ‖𝐴‖, имеет характеристический многочлен вида

𝐿(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)
𝑘1 (𝜆− 𝜆2)

𝑘2 · . . . · (𝜆− 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 ,

причем 𝜆𝑗 ̸= 𝜆𝑖 при 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑘1 + 𝑘2 + . . .+ 𝑘𝑠 = 𝑛.
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Определение
3.2.3

Будем говорить, что матрица ‖𝐴‖ имеет нор-
мальную жорданову форму, если она записана в
блочно-диагональном виде (см. рис. 3.1):

‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ‖𝐽(𝜆1)‖ ‖ 𝑂 ‖ . . . ‖ 𝑂 ‖

‖ 𝑂 ‖ ‖𝐽(𝜆2)‖ . . . ‖ 𝑂 ‖
. . . . . . . . . . . .

‖ 𝑂 ‖ ‖ 𝑂 ‖ . . . ‖𝐽(𝜆𝑠)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где расположенные на главной диагонали квад-
ратные подматрицы

‖𝐽(𝜆1)‖, ‖𝐽(𝜆2)‖, . . . ‖𝐽(𝜆𝑠)‖

являются жордановыми блоками, отвечающими
попарно различным собственным значениям пре-
образования ̂︀𝐴, а через ‖ 𝑂 ‖ обозначены нулевые
подматрицы подходящего размера.

Резюмируя определения (3.2.1) – (3.2.3), можно сказать, что матри-
ца имеет нормальную жорданову форму, если у нее на главной диаго-
нали расположены 𝑚 жордановых блоков, где 𝑚 – число различных
собственных значений матрицы ‖𝐴‖, а остальные элементы – нули.

При этом жорданов блок с номером 𝑗 есть квадратная подматрица
порядка 𝑘𝑗 , ( 𝑘𝑗 – кратность 𝜆𝑠) состоящая из 𝑞𝑗 жордановых кле-
ток, где 𝑞𝑗 – максимальное число линейно независимых собственных
векторов, отвечающих 𝜆𝑗 , равное размерности его собственного под-
пространства. На главной диагонали каждого блока расположено 𝜆𝑗 –
собственное значение, которому этот блок соответствует.

Напомним еще раз, что собственным подпространством собствен-
ного значения 𝜆𝑠 называется множество всех собственных векторов,
отвечающих этому собственному значению, 2 и в курсе линейной ал-
гебры доказывается, что размерность собственного подпространства
𝑞𝑠 ограничена неравенствами

1 ≤ 𝑞𝑗 ≤ 𝑘𝑗 ∀ 𝑗 = [1, 𝑠] .

Причем, какое именно значение из этого диапазона имеет величина 𝑞𝑗
зависит от конкретного вида матрицы ‖𝐴‖ .

2Дополненное, естественно, нулевым элементом.
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Рис. 3.1. Нормальная жорданова форма матрицы
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С другой стороны, 𝑞𝑗 равно максимальному числу линейно незави-
симых собственных векторов, отвечающих 𝜆𝑗 , и для матрицы ‖𝐴‖ в
жордановой форме будут справедливы следующие утверждения.

1∘. Число ее жордановых блоков равно числу различных соб-
ственных значений матрицы ‖𝐴‖.

2∘. Размер каждого блока равен кратности собственного зна-
чения, соответствующего этому блоку. Сумма размеров всех
блоков равна 𝑛 – размеру матрицы ‖𝐴‖.

3∘. Число жордановых клеток в жордановом блоке равно раз-
мерности собственного подпространства собственного значе-
ния, соответствующего этому блоку, и равно числу жордано-
вых цепочек, начинающихся с различных линейно независи-
мых собственных векторов этого подпространства.

4∘. Сумма размеров всех жордановых клеток в жордановом бло-
ке равна размеру этого блока, то есть кратности собственного
значения, соответствующего данному блоку.

Теорема
3.2.3

Матрица каждого линейного преобразования в
𝑈𝑛 имеет в жордановом базисе нормальную жор-
данову форму.

Доказательство

По определению столбцами матрицы линейного оператора
в конкретном базисе служат координатные представления
образов базисных элементов.

Пусть базис жорданов и состоит из объединения всех жор-
дановых цепочек, отвечающих собственным значениям мат-
рицы ‖𝐴‖, то есть имеет вид{︂

. . . , ‖ℎ(𝑠1)‖, ‖ℎ(𝑠2)‖, . . . , ‖ℎ(𝑠𝑙)‖ , . . .
}︂
,

где 𝑠 – номер цепочки. Тогда первый из наборов равенств
(3.2.2) можно рассматривать как координатные разложения
образов базисных элементов по жорданову базису, которые
существуют и единственны.
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Значит, координатное представление образа каждого базис-
ного элемента является столбцом, у которого все компонен-
ты нулевые, за исключением одного, равного 𝜆0𝑠, или двух,
равных 1 и 𝜆0𝑠 соответственно.

Следовательно, матрица ‖𝐴‖ в жордановом базисе имеет
жорданову форму.

Теорема доказана.

Теоремы 3.2.2 (Жордана) и 3.2.3 в совокупности утверждают, что
для любого линейного преобразования в 𝑈𝑛 имеется жорданов базис,
в котором матрица этого преобразования имеет жорданову форму, то
есть состоит из жордановых клеток вида (3.2.1), расположенных вдоль
главной диагонали. Воспользуемся этим фактом для решения однород-
ной системы (3.1.1) в случае, когда условия теоремы 3.1.3 не выпол-
няются.

Пусть невырожденная матрица

‖𝑆‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝜎11 𝜎12 . . . 𝜎1𝑛
𝜎21 𝜎22 . . . 𝜎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝜎𝑛1 𝜎𝑛2 . . . 𝜎𝑛𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

есть матрица перехода от исходного базиса в 𝑈𝑛 к жорданову бази-
су. Тогда матрица ‖𝐽‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ будет иметь жорданову форму,
причем (как показывается в курсе линейной алгебры) характеристиче-
ские многочлены у матриц ‖𝐽‖ и ‖𝐴‖ одинаковые. А, значит, корни их
характеристических уравнений одинаковые и одинаковой кратности.

Выполнив замену неизвестных в системе ‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ по формуле

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑆‖‖ 𝑦(𝑡)‖ или 𝑥𝑖(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 𝑦𝑗(𝑡) ∀𝑖 = [1, 𝑛], (3.2.6)

получим ‖𝑆‖‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑆‖‖𝑦‖ или ‖�̇�‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖‖𝑦‖, и оконча-
тельно

‖�̇�‖ = ‖𝐽‖‖𝑦‖, (3.2.7)

где ‖𝐽‖ — жорданова матрица.
Система уравнений (3.2.7) имеет блочно-диагональную матрицу.

Поэтому решения 𝑦(𝑡) можно искать для каждой жордановой клет-
ки отдельно. Например, для самой первой клетки, положив 𝜆 = 𝜆1 и
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𝑙 = 𝑙1, имеем (с учетом (3.2.4)) подсистему вида⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
�̇�1
�̇�2
�̇�3
. . .
�̇�𝑙−1

�̇�𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝜆 1 0 . . . 0 0
0 𝜆 1 . . . 0 0
0 0 𝜆 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆 1
0 0 0 . . . 0 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑦1
𝑦2
𝑦3
. . .
𝑦𝑙−1

𝑦𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

или ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝜆𝑦1 + 𝑦2 ,
�̇�2 = 𝜆𝑦2 + 𝑦3 ,
�̇�3 = 𝜆𝑦3 + 𝑦4 ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�̇�𝑙−1 = 𝜆𝑦𝑙−1 + 𝑦𝑙 ,
�̇�𝑙 = 𝜆𝑦𝑙 .

Последнюю систему удобнее решать сделав предварительно подста-
новку

𝑦𝑗(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡𝑢𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑙].

В этом случае для 𝑢𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑙] получаем систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑢2(𝑡) ,
�̇�2(𝑡) = 𝑢3(𝑡) ,
�̇�3(𝑡) = 𝑢4(𝑡) ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�̇�𝑙−1(𝑡) = 𝑢𝑙(𝑡) ,
�̇�𝑙(𝑡) = 0 .

Решив эту систему, начиная с последнего уравнения, найдем, что

𝑢𝑙(𝑡) = 𝐶𝑙 ,

𝑢𝑙−1(𝑡) = 𝐶𝑙𝑡+ 𝐶𝑙−1 ,

𝑢𝑙−2(𝑡) = 𝐶𝑙

𝑡2

2
+ 𝐶𝑙−1𝑡+ 𝐶𝑙−2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑢1(𝑡) = 𝐶𝑙

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!
+ 𝐶𝑙−1

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!
+ . . .+ 𝐶2

𝑡

1!
+ 𝐶1 .
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Откуда

𝑦𝑙(𝑡) = 𝐶𝑙𝑒
𝜆𝑡 ,

𝑦𝑙−1(𝑡) =
(︁
𝐶𝑙𝑡+ 𝐶𝑙−1

)︁
𝑒𝜆𝑡 ,

𝑦𝑙−2(𝑡) =

(︃
𝐶𝑙

𝑡2

2
+ 𝐶𝑙−1𝑡+ 𝐶𝑙−2

)︃
𝑒𝜆𝑡 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦1(𝑡) =

(︃
𝐶𝑙

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!
+ 𝐶𝑙−1

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!
+ . . .+ 𝐶2

𝑡

1!
+ 𝐶1

)︃
𝑒𝜆𝑡 .

(3.2.8)

Проведя аналогичные вычисления для всех клеток во всех жор-
дановых блоках, получим общее решение системы уравнений (3.2.7).
Переход к исходным неизвестным выполняется по формулам (3.2.6),
которые позволяют получить общее решение системы (3.1.1), итоговый
вид которого определяет

Теорема
3.2.4

Общее решение однородной системы (3.1.1) есть
вектор-функция, каждая компонента которой
имеет вид

𝑥𝑖(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝑒
𝜆𝑗𝑡 ∀𝑖 = [1, 𝑛] ,

где 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑞 — все попарно различные собствен-
ные значения преобразования, заданного матри-
цей ‖𝐴‖, а 𝑃𝑖𝑗(𝑡) — алгебраический многочлен:

– степень которого на единицу меньше мак-
симальной из длин жордановых цепочек,
отвечающих собственному значению 𝜆𝑗 ;

– и коэффициенты которого зависят от 𝑛
произвольных комплексных постоянных
𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 .

Заметьте, что набор констант 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 должен быть одинаков для
всех многочленов 𝑃𝑖𝑗(𝑡) .

В заключение обсуждения вопроса о построении общего решения
системы (3.1.1) сделаем некоторые замечания.
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Во-первых, из теоремы 3.2.4 следует, что общее решение системы
(3.1.1) можно искать методом неопределенных коэффициентов, фор-
мально не прибегая к построению жорданова базиса. Возможный ва-
риант такого подхода описан в приложении. Во-вторых, в случае ве-
щественной матрицы ‖𝐴‖ выделение вещественного решения выпол-
няется тем же методом, что был рассмотрен в § 3.1.

Наконец, для задач с невысокой размерностью, которые часто
встречаются в приложениях, целесообразно использовать итоговые
формулы (3.2.8) для общих решений, записанные в удобном для запо-
минания формате. Приведем их в исходных переменных (без вывода)
для 𝑛 = 2, 3, исключая случаи, удовлетворяющие условиям теоре-
мы 3.1.3.

Пусть 𝑛 = 2 и 𝜆 есть двукратное собственное значение, у которого
собственное подпространство одномерное. Тогда общее решение систе-
мы (3.1.1) можно представить в виде

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶2

(︀
‖ℎ(1)‖𝑡+ ‖ℎ(2)‖

)︀
𝑒𝜆𝑡 , (3.2.9)

где ‖ℎ(1)‖ – собственный вектор, отвечающий собственному значению
𝜆, а ‖ℎ(2)‖ – присоединенный к нему вектор, найденный по форму-
лам (3.2.2).

Пусть теперь 𝑛 = 3. В случае, когда 𝜆1 простое и ему отвечает
собственный вектор ‖ℎ(1)‖, а 𝜆2 двукратное с собственным вектором
‖ℎ(2)‖ и присоединенным ‖ℎ(3)‖ , формула общего решения такова:

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶2‖ℎ(2)‖𝑒𝜆2𝑡 + 𝐶3

(︀
‖ℎ(2)‖𝑡+ ‖ℎ(3)‖

)︀
𝑒𝜆2𝑡 .

Если в трехмерной задаче кратность собственного значения 𝜆 равна
трем, то возможны два случая.

Или размерность собственного подпространства есть два, и жор-
дановых цепочек две, одна из которых состоит лишь из собственного
вектора ‖ℎ(1)‖, а вторая состоит из собственного вектора ‖ℎ(2)‖ и при-
соединенного ‖ℎ(3)‖, тогда решение имеет вид

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1‖ℎ(1)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶2‖ℎ(2)‖𝑒𝜆𝑡 + 𝐶3

(︀
‖ℎ(2)‖𝑡+ ‖ℎ(3)‖

)︀
𝑒𝜆𝑡 .

Или же размерность собственного подпространства с собственным век-
тором ‖ℎ(1)‖ равна единице, то в единственной жордановой цепочке
будут два присоединенных к ‖ℎ(1)‖ вектора ‖ℎ(2)‖ и ‖ℎ(3)‖. Общее ре-
шение в этом случае дается формулой

‖𝑥(𝑡)‖ =

(︃
𝐶1‖ℎ(1)‖ + 𝐶2

(︀
‖ℎ(1)‖𝑡+ ‖ℎ(2)‖

)︀
+

95



+𝐶3

(︂
‖ℎ(1)‖

𝑡2

2!
+ ‖ℎ(2)‖

𝑡

1!
+ ‖ℎ(3)‖

)︂)︃
𝑒𝜆𝑡 .

Во всех формулах 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные кон-
станты.

Следует заметить, что использование теоремы Жордана возмож-
но потребует бóльших вычислительных ресурсов, чем представляется
изначально.

Дело в том, что жорданова цепочка, вообще говоря, может начи-
наться не с любого собственного вектора, отвечающего конкретному
собственному значению. Например, в 𝑈3 линейное преобразование, за-
данное матрицей ⃦⃦⃦⃦

⃦⃦ 0 0 1
0 0 0
0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,

имеет троекратное нулевое собственное значение и, соответствующее
ему, двумерное собственное подпространство.

Убедитесь непосредственной проверкой, что для собственного век-
тора ‖1 0 0‖T присоединенные векторы существуют, а для ‖0 1 0‖T —
не существуют. То есть для построения жордановой цепочки предва-
рительно надо найти те собственные векторы, для которых уравнения
(3.2.2) разрешимы.

3.3. Неоднородные системы
линейных уравнений
с постоянными коэффициентами

Рассмотрим нормальную линейную неоднородную систему вида

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ ∀𝑡 ∈ 𝑇 ⊂ 𝑅1, (3.3.1)

где коэффициенты матрицы ‖𝐴‖ — комплексные константы. Ком-
плекснозначную непрерывную вектор-функцию ‖𝑏(𝑡)‖ будем называть
для краткости неоднородностью.

Теорема
3.3.1

Общее решение неоднородной системы (3.3.1)
представимо как сумма общего решения одно-
родной системы (3.1.1) и частного решения той
же неоднородной системы (3.3.1).

96



Доказательство

Пусть ‖𝑥*(𝑡)‖ – частное решение неоднородной системы
(3.3.1), а ‖𝑦(𝑡)‖ – произвольное решение однородной. Тогда

‖�̇�*(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥*(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ и

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑦(𝑡)‖ .

Сложив эти равенства почленно, получим

‖�̇�(𝑡)‖ + ‖�̇�*(𝑡)‖ = ‖𝐴‖
(︂
‖𝑦(𝑡)‖ + ‖𝑥*(𝑡)‖

)︂
+ ‖𝑏(𝑡)‖ ,

то есть ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑦(𝑡)‖ + ‖𝑥*(𝑡)‖ – произвольное решение
неоднородной системы (3.3.1).

Обратно, пусть ‖𝑥(𝑡)‖ – произвольное частное решение неод-
нородной системы, а ‖𝑥*(𝑡)‖ – некоторое фиксированное
частное решение неоднородной. Сделаем замену неизвест-
ной ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑦(𝑡)‖ + ‖𝑥*(𝑡)‖ . Тогда

‖�̇�(𝑡)‖ + ‖�̇�*(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑦(𝑡)‖ + ‖𝐴‖‖𝑥*(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ ,

и, поскольку ‖�̇�*(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥*(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ , получаем

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑦(𝑡)‖ .

То есть ‖𝑦(𝑡)‖ есть решение однородной системы.

Теорема доказана.

Достаточно часто поиск частного решения неоднородной системы
удается упростить путем его разделения на более простые (с вычисли-
тельной точки зрения) процедуры. Основой такого разделения может
служить

Теорема
3.3.2

Пусть ‖𝑥(1)(𝑡)‖ – решение системы (3.3.1) с неод-
нородностью ‖𝑏(1)(𝑡)‖, а ‖𝑥(2)(𝑡)‖ – решение систе-
мы (3.3.1) с неоднородностью ‖𝑏(2)(𝑡)‖, тогда

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑥(1)(𝑡)‖ + ‖𝑥(2)(𝑡)‖
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будет решением системы (3.3.1) с неоднородно-
стью

‖𝑏(𝑡)‖ = ‖𝑏(1)(𝑡)‖ + ‖𝑏(2)(𝑡)‖.

Доказательство

Имеем
‖�̇�(1)(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(1)(𝑡)‖ + ‖𝑏(1)(𝑡)‖

и
‖�̇�(2)(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(2)(𝑡)‖ + ‖𝑏(2)(𝑡)‖ .

Тогда

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖�̇�(1)(𝑡)‖ + ‖�̇�(2)(𝑡)‖ =

= ‖𝐴‖‖𝑥(1)(𝑡)‖+‖𝐴‖‖𝑥(2)(𝑡)‖+‖𝑏(1)(𝑡)‖+‖𝑏(2)(𝑡)‖ =

= ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ .

То есть
‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ .

Теорема доказана.

Таким образом, согласно теореме 3.3.1, для решения неоднородной
системы (3.3.1) необходимо (помимо решения соответствующей одно-
родной системы) найти некоторое частное решение неоднородной.

Как и в случае линейного неоднородного уравнения 𝑛-го поряд-
ка, это частное решение неоднородной системы может быть найдено в
квадратурах при помощи формулы общего решения однородной мето-
дом вариации постоянных, что доказывает

Теорема
3.3.3

Решением системы (3.3.1) является вектор-
функция

‖𝑥*(𝑡)‖ =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘(𝑡)‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ , (3.3.2)
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где
{︀
‖𝑔(1)(𝑡)‖, ‖𝑔(2)(𝑡)‖, . . . , ‖𝑔(𝑛)(𝑡)‖

}︀
— некоторый

базис в линейном 𝑛-мерном пространстве част-
ных решений однородной системы (3.1.1), а
функции 𝐶𝑘(𝑡) находятся из матричного уравне-
ния

𝑛∑︁
𝑘=1

�̇�𝑘(𝑡)‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ = ‖𝑏(𝑡)‖ .

Доказательство

Подставив (3.3.2) в (3.3.1), получим

𝑛∑︁
𝑘=1

�̇�𝑘‖𝑔(𝑘)‖ +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘‖�̇�(𝑘)‖ = ‖𝐴‖
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘‖𝑔(𝑘)‖ + ‖𝑏(𝑡)‖ ,

𝑛∑︁
𝑘=1

�̇�𝑘‖𝑔(𝑘)‖ =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

(︀
−‖�̇�(𝑘)‖ + ‖𝐴‖‖𝑔(𝑘)‖

)︀
+ ‖𝑏(𝑡)‖ .

Выражения, стоящие в круглых скобках, равны нулю, по-
скольку каждый базисный элемент ‖𝑔(𝑘)‖ есть решение од-
нородной системы (3.1.1.) Поэтому получаем

𝑛∑︁
𝑘=1

�̇�𝑘(𝑡)‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ = ‖𝑏(𝑡)‖ .

Теорема доказана.

Практическое использование метода вариации постоянных проде-
монстрируем для следующей задачи.

Задача
3.3.1

Найти все вещественные решения системы уравнений{︂
�̇� = − 𝑦 + tg2 𝑡− 1 ,
�̇� = 𝑥 + tg 𝑡 .
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Решение. 1∘. Матричная форма данной системы будет⃦⃦⃦⃦
�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0 −1
1 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
tg2 −1

tg 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Для построения частного решения неоднородной си-
стемы предварительно необходимо найти общее реше-
ние однородной, которая имеет вид⃦⃦⃦⃦

�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0 −1
1 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
.

Поскольку нас интересует только общее вещественное
решение исходной неоднородной системы, метод вари-
ации постоянных естественно применить, используя
общее вещественное решение однородной.
Убедитесь самостоятельно, что это решение может
быть представлено в виде⃦⃦⃦⃦

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡

− sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
sin 𝑡
cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
,

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные вещественные константы.

2∘. Согласно схеме метода вариации постоянных частное
решение неоднородной системы следует искать в виде⃦⃦⃦⃦

𝑥*

𝑦*

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡

− sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
sin 𝑡
cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
, (3.3.3)

где 𝐶1(𝑡) и 𝐶2(𝑡) — непрерывно дифференцируемые
функции, которые (согласно утверждению теоремы 3)
можно найти из матричного уравнения

�̇�1(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡

− sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ �̇�2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
sin 𝑡
cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
tg2 −1

tg 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Напомним, что последнее равенство получается при
подстановке (3) в исходную неоднородную систему.

3∘. Используя правила операций с матрицами нетрудно
показать, что равенство (4) есть неоднородная систе-
ма линейных алгебраических уравнений вида
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⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
�̇�1(𝑡)

�̇�2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
tg2 −1

tg 𝑡

⃦⃦⃦⃦
,

решение которой найдем по теореме Крамера:

∆ = det

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
= 1 ,

∆1 = det

⃦⃦⃦⃦
tg2 −1 sin 𝑡

tg 𝑡 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
= − cos 𝑡 ,

∆2 = det

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡 tg2 −1

− sin 𝑡 tg 𝑡

⃦⃦⃦⃦
=

sin3 𝑡

cos2 𝑡
,

Откуда⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�1 =

∆1

∆
= − cos 𝑡 ,

�̇�2 =
∆2

∆
=

sin3 𝑡

cos2 𝑡

=⇒

⎧⎨⎩ 𝐶1(𝑡) = − sin 𝑡 ,

𝐶2(𝑡) = cos 𝑡+
1

cos 𝑡
.

Решение
получено.

4∘. По формуле (3.3.3) получаем частное решение неод-
нородной системы⃦⃦⃦⃦
𝑥*

𝑦*

⃦⃦⃦⃦
= (− sin 𝑡)

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡

− sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+

(︃
cos 𝑡+

1

cos 𝑡

)︃ ⃦⃦⃦⃦
sin 𝑡
cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
,

что, после выполнения операций с матрицами, дает
(проверьте это самостоятельно)⃦⃦⃦⃦

𝑥*(𝑡)
𝑦*(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
tg 𝑡
2

⃦⃦⃦⃦
.

Теперь мы можем выписать общее решение исходной
неоднородной системы⃦⃦⃦⃦

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡

− sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
sin 𝑡
cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
tg 𝑡
2

⃦⃦⃦⃦
,

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные вещественные константы.
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В случае, когда неоднородности в системе (3.3.1) выражают-
ся только через суммы и произведения вещественных функций
𝑎𝑡𝑘, 𝑒𝛼𝑡, cos𝛽𝑡 и sin𝛽𝑡, ее частное решение может быть найдено без
использования интегрирования — методом неопределенных коэффи-
циентов. Действительно, при 𝜇 = 𝛼+ 𝑖𝛽 оказывается справедливой

Теорема
3.3.4

Пусть система уравнений (3.3.1) такова, что
‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ + ‖𝑝(𝑡)‖𝑒𝜇𝑡 , где

‖𝑝(𝑡)‖ = ‖𝑎(𝑚)‖ 𝑡𝑚+‖𝑎(𝑚−1)‖ 𝑡𝑚−1+. . .+‖𝑎(1)‖ 𝑡+‖𝑎(0)‖ .

Тогда частное решение системы (3.3.1) имеет вид
‖ 𝑞(𝑡)‖𝑒𝜇𝑡 , где ‖𝑞(𝑡)‖ – вектор-многочлен

– той же самой степени, что и ‖ 𝑝(𝑡) ‖, если
𝜇 не является корнем характристического
уравнения;

– степени не выше, чем 𝑚 + 𝑙, если 𝜇 явля-
ется корнем характеристического уравне-
ния, а 𝑙 – размер максимальной из жорда-
новых клеток, отвечающих этому корню
в жордановой форме матрицы ‖𝐴‖.

Доказательство

Приведем матрицу ‖𝐴‖ к жордановой форме ‖𝐽‖ тем же
преобразованием ‖𝑆‖, что было использовано в § 3.2 для
однородной системы. В этом случае ‖𝑆‖ есть матрица пере-
хода в пространстве 𝑈𝑛 от исходного базиса к жорданову, и
справедливы соотношения

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑆‖‖𝑦(𝑡)‖ и ‖𝐽‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ .

В результате вместо (3.2.6) получим для жордановой клет-
ки, отвечающей 𝜆 – корню характеристического уравнения,
систему уравнений

‖�̇�(𝑡)‖ = ‖𝐽‖‖𝑦(𝑡)‖ + 𝑒𝜇𝑡‖𝑝(𝑡)‖ ,

которая заменой неизвестных по формулам 𝑦𝑗(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡𝑢𝑗(𝑡)
приводится к виду
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑢2(𝑡) + 𝑝1(𝑡)𝑒(𝜇−𝜆)𝑡 ,
�̇�2(𝑡) = 𝑢3(𝑡) + 𝑝2(𝑡)𝑒(𝜇−𝜆)𝑡 ,
�̇�3(𝑡) = 𝑢4(𝑡) + 𝑝3(𝑡)𝑒(𝜇−𝜆)𝑡 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�̇�𝑙−1(𝑡) = 𝑢𝑙(𝑡) + 𝑝𝑙−1(𝑡)𝑒(𝜇−𝜆)𝑡 ,
�̇�𝑙(𝑡) = 𝑝𝑙(𝑡)𝑒

(𝜇−𝜆)𝑡 ,

где 𝑝𝑗(𝑡) – алгебраические многочлены степени не выше,
чем 𝑚. Из этой системы последовательно находим функции
𝑢𝑙(𝑡), 𝑢𝑙−1(𝑡), . . . , 𝑢2(𝑡), 𝑢1(𝑡).

Если 𝜇 ̸= 𝜆, то 𝑢𝑙(𝑡) =
𝑡∫︀

𝑡0

𝑝𝑙(𝑠)𝑒
(𝜇−𝜆)𝑠𝑑𝑠 = 𝑞𝑙(𝑡)𝑒

(𝜇−𝜆)𝑡,

причем степень многочлена 𝑞𝑙(𝑡) такая же, что и у многочле-
на 𝑝𝑙(𝑡). Для других решений ситуация аналогичная. Значит,
первое утверждение теоремы справедливо.

Если 𝜇 = 𝜆, то 𝑒(𝜇−𝜆)𝑡 ≡ 1, и при каждом интегрировании
степень многочлена увеличивается на единицу. После 𝑙 ша-
гов получаем многочлен степени не выше, чем 𝑚+ 𝑙.

Из всех жордановых клеток, отвечающих собственному зна-
чению 𝜆, выбираем клетку максимального размера. Ее 𝑙 и
определяет наибольший порядок алгебраических многочле-
нов 𝑞𝑗(𝑡).

Выполнив обратный переход (как в § 3.2) от функций ‖𝑢(𝑡)‖
к функциям ‖𝑥(𝑡)‖ по формулам

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑆‖‖𝑦(𝑡)‖ ,

получим второе утверждение теоремы.

Теорема доказана.

Описанный метод проиллюстрируем примером.

Задача
3.3.2

Решить систему уравнений{︂
�̇� = 3𝑥 − 𝑦 + 𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 − 2𝑡2 ,
�̇� = 2𝑥 + 3𝑒𝑡 + 2𝑒2𝑡 − 𝑡2 .
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Решение 1∘. Представим для удобства решаемую систему в мат-
ричной форме:⃦⃦⃦⃦
�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3 −1
2 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
1
3

⃦⃦⃦⃦
𝑒𝑡+

⃦⃦⃦⃦
1
2

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡+

⃦⃦⃦⃦
−2𝑡2

−𝑡2
⃦⃦⃦⃦

или⃦⃦⃦⃦
�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
= ‖𝐴 ‖

⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
+
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
𝑒𝑡 +

⃦⃦
𝑏(2)
⃦⃦
𝑒2𝑡 +

⃦⃦
𝑏(3)
⃦⃦
𝑡2 .

введя (полезные для дальнейших расчетов) обозначения

‖𝐴 ‖ =

⃦⃦⃦⃦
3 −1
2 0

⃦⃦⃦⃦
,
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
1
3

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦
𝑏(2)
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
1
2

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦
𝑏(3)
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
−2
−1

⃦⃦⃦⃦
,

2∘. Теперь найдем (имея в виду применение теоремы
3.3.1) по стандартной схеме, описанной в § 3.1, общее ре-
шение однородной системы:⃦⃦⃦⃦

�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3 −1
2 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
.

Находим собственные значения линейного преобразова-
ния с матрицей ‖𝐴 ‖ :

det

⃦⃦⃦⃦
3 − 𝜆 −1

2 −𝜆

⃦⃦⃦⃦
= 𝜆2−3𝜆+2 = 0 =⇒ 𝜆1 = 1 ,

𝜆2 = 2

и соответствующие собственные векторы:⃦⃦⃦⃦
2 −1
2 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉1(1)
𝜉2(1)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
=⇒

⃦⃦⃦⃦
𝜉1(1)
𝜉2(1)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
2

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦⃦
1 −1
2 −2

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉1(2)
𝜉2(2)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
=⇒

⃦⃦⃦⃦
𝜉1(2)
𝜉2(2)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
.

Тогда, согласно теореме 3.1.3, получаем общее решение
однородной системы
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⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
1
2

⃦⃦⃦⃦
𝑒𝑡 + 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡 .

3∘. Используя теорему 3.3.2, найдем теперь частные ре-
шения исходной неоднородной системы отдельно для
каждой из неоднородностей, содержащих соответственно⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
,
⃦⃦
𝑏(2)
⃦⃦

и
⃦⃦
𝑏(3)
⃦⃦
.

Рассмотрим подробно случай неоднородности
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
𝑒𝑡,

которая является векторным квазимногочленом с 𝜇 =
= 𝜆1 = 1, причем 𝑚 = 0, а 𝑙 = 1, поскольку 𝜇 совпадает с
однократным корнем характеристического многочлена.
Значит, частное решение следует искать в виде⃦⃦⃦

𝑟*(1)

⃦⃦⃦
=
(︁⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
+ 𝑡
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦)︁
𝑒𝑡,

где первый нижний индекс у
⃦⃦
𝑎(𝑖𝑗)

⃦⃦
равен показателю

степени 𝑡, а второй – номеру частного решения. Его под-
становка в неоднородную систему⃦⃦⃦⃦

�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
= ‖𝐴 ‖

⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑦

⃦⃦⃦⃦
+
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
𝑒𝑡

дает(︁⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
+
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
+𝑡
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦)︁
𝑒𝑡 =

= ‖𝐴 ‖
(︁⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
+ 𝑡
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦)︁
𝑒𝑡 +

⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
𝑒𝑡 .

Откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях 𝑡, находим, что⎧⎨⎩ ‖𝐴 ‖

⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
=

⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
,

‖𝐴 ‖
⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
+
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦

=
⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
+
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
или⎧⎪⎨⎪⎩

(︁
‖𝐴 ‖ − ‖𝐸 ‖

)︁⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
= ‖𝑜‖ ,(︁

‖𝐴 ‖ − ‖𝐸 ‖
)︁⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
=

⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
−
⃦⃦
𝑏(1)
⃦⃦
.

(3.3.4)
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Решение
получено.

Заметим, что основные матрицы в обоих уравнениях си-
стемы (3.3.4) вырождены. Это есть следствие равенства
𝜇 = 𝜆1 = 1, то есть резонанса. При этом первое уравне-
ние (как однородное) совместно и имеет неединственное

решение вида
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
= 𝛼

⃦⃦⃦⃦
1
2

⃦⃦⃦⃦
. Второе же уравнение

неоднородное, оно будет иметь решения, вообще говоря,
не при любом

⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
. Его можно сделать совместным,

подобрав подходящее значение 𝛼.
Действительно, расширенная матрица второго уравнения
системы (3.3.4) будет иметь ранг, равный рангу основной
матрицы (что по теореме Кронекера-Капелли гарантиру-
ет совместность), если будут выполнены равенства

rg

⃦⃦⃦⃦
2 −1 𝛼− 1
2 −1 2𝛼− 3

⃦⃦⃦⃦
= rg

⃦⃦⃦⃦
2 −1 𝛼− 1
0 0 𝛼− 2

⃦⃦⃦⃦
= 1 .

Это дает 𝛼 = 2 и
⃦⃦
𝑎(11)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
2
4

⃦⃦⃦⃦
. Вектор

⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
здесь

неоднозначен, его можно взять равным
⃦⃦
𝑎(01)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0

−1

⃦⃦⃦⃦
и тогда

⃦⃦⃦
𝑟*(1)

⃦⃦⃦
=

(︂⃦⃦⃦⃦
0

−1

⃦⃦⃦⃦
+ 𝑡

⃦⃦⃦⃦
2
4

⃦⃦⃦⃦)︂
𝑒𝑡 .

Случаи неоднородностей
⃦⃦
𝑏(2)
⃦⃦

и
⃦⃦
𝑏(3)
⃦⃦

рассматривают-
ся аналогично первому. Второй случай также резонанс-
ный, причем частным решением оказывается квазимно-
гочлен нулевой степени (теорема 3.3.4 это допускает) ви-

да
⃦⃦⃦
𝑟*(2)

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡 . В третьем случае резонанса нет, а

частное решение имеет вид⃦⃦⃦
𝑟*(3)

⃦⃦⃦
= −

1

4

⃦⃦⃦⃦
5

13

⃦⃦⃦⃦
−
𝑡

2

⃦⃦⃦⃦
1
5

⃦⃦⃦⃦
+
𝑡2

2

⃦⃦⃦⃦
1

−1

⃦⃦⃦⃦
.

3.4. Показательная функция матрицы

Рассмотрим квадратные матрицы порядка 𝑛. Для них определены
операции сравнения, сложения и умножения числа на матрицу. Если
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использовать умножение и обращение матриц, то можно определить и
операцию возведения матрицы в степень с любым целым показателем.

Определение
3.4.1

Степенью 𝑘, где 𝑘 ≥ 2 натуральное число, квад-
ратной матрицы ‖𝐴‖ порядка 𝑛 называется квад-
ратная матрица ‖𝐴‖𝑘 того же порядка, равная

‖𝐴‖𝑘 = ‖𝐴‖ · ‖𝐴‖ · . . . · ‖𝐴‖⏟  ⏞  
𝑘

.

Кроме того, будем считать, что ‖𝐴‖0 = ‖𝐸‖ и
‖𝐴‖1 = ‖𝐴‖. Наконец, при det ‖𝐴‖ ≠ 0 определим
‖𝐴‖−1 так, чтобы ‖𝐴‖−1‖𝐴‖ = ‖𝐸‖, и при 𝑘 ≥ 2 :

‖𝐴‖−𝑘 = ‖𝐴‖−1 · ‖𝐴‖−1 · . . . · ‖𝐴‖−1⏟  ⏞  
𝑘

Заметим, что из этого определения следует выполнение при любых
целых 𝑘 и 𝑚 равенства ‖𝐴‖𝑘+𝑚 = ‖𝐴‖𝑘‖𝐴‖𝑚.

Далее для матриц определим выполняемые поэлементно операции
предельного перехода, дифференцирования и интегрирования.

Определение
3.4.2

Пусть элементы матрицы ‖𝐴(𝑡)‖ непрерывно
дифференцируемые функции 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]
и ∀𝑡 ∈ 𝑇. Тогда элементами матрицы

– lim
𝑡→𝑡0

‖𝐴(𝑡)‖ будут числа lim
𝑡→𝑡0

𝛼𝑖𝑗(𝑡);

–
𝑑 ‖𝐴(𝑡)‖

𝑑𝑡
будут функции

𝑑

𝑑𝑡
𝛼𝑖𝑗(𝑡);

–
𝑡∫︀

𝑡0

‖𝐴(𝑢)‖ 𝑑𝑢 будут интегралы с перемен-

ным верхним пределом
𝑡∫︀

𝑡0

𝛼𝑖𝑗(𝑢) 𝑑𝑢 .

Определения 3.4.1 и 3.4.2 позволяют вводить в рассмотрение и дру-
гие, более сложные функции матриц, используя для их описания ряды,
то есть суммы с неограниченным числом слагаемых.

Отметим, что здесь (как и ранее) нижний индекс в круглых скобках
является номером, в данном случае слагаемого в сумме.
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Определение
3.4.3

Матрица ‖𝐵‖ называется суммой матричного

ряда
+∞∑︀
𝑘=0

‖𝐴(𝑘)‖ , если ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] числовой ряд

+∞∑︀
𝑘=0

𝛼𝑖𝑗(𝑘) , составленный из 𝑖𝑗-х элементов мат-

риц ‖𝐴(𝑘)‖ , сходится к 𝑖𝑗-му элементу ‖𝐵‖ .

Аналогичным образом определяются понятия абсолютной сходи-
мости матричного ряда, а также поточечной и равномерной сходи-
мости рядов образованных из матриц, элементами которых являются
функции.

Здесь же отметим, что, в силу определений 3.4.2 и 3.4.3, для мат-
ричных рядов оказываются справедливыми аналогичные доказанным
в курсе математического анализа теоремы о непрерывности суммы
ряда, а также о возможности его почленного дифференцирования и
интегрирования.

Для дальнейшего анализа условий сходимости матричных рядов
оказывается полезным

Определение
3.4.4

Нормой матрицы ‖𝐴‖ называется число ⟨‖𝐴‖⟩ ,
равное max

𝑖,𝑗=[1,𝑛]
|𝛼𝑖𝑗 | .

Теорема
3.4.1

Если
⟨︀
‖𝐴(𝑘)(𝑡)‖

⟩︀
≤ 𝑎𝑘 ∀𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,∀𝑡 ∈ 𝑇, и ма-

жорирующий числовой ряд
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 сходится, то

матричный ряд
+∞∑︀
𝑘=0

‖𝐴(𝑘)(𝑡)‖ сходится абсолютно

и равномерно на 𝑇.

Доказательство

Следует из определений 3.4.3 и 3.4.4, а также соответствую-
щих свойств функциональных рядов.

Теорема доказана.

Имеет место
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Теорема
3.4.2

Для любой квадратной матрицы ‖𝐴‖ и каждого
𝜌 > 0 матричный ряд

+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘‖𝐴‖𝑘

𝑘!
= ‖𝐸‖+

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+
𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . . (3.4.1)

сходится абсолютно и равномерно в круге |𝑡| ≤ 𝜌
комплексной плоскости.

Доказательство

Согласно определению 3.4.4, для любой квадратной матри-
цы ‖𝐴‖ существует неотрицательное число 𝑀 = ⟨‖𝐴‖⟩ , для
которого |𝛼𝑖𝑗 | ≤ 𝑀 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] . Оценим, исходя из пра-
вила умножения матриц, норму матрицы ‖𝐴‖2. Обозначим
элемент ‖𝐴‖𝑘 как 𝛼𝑖𝑗(𝑘). Поскольку

‖𝐴‖2 = ‖𝐴‖ · ‖𝐴‖, то 𝛼𝑖𝑗(2) =

𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑖𝑠𝛼𝑠𝑗 ,

и ⃒⃒
𝛼𝑖𝑗(2)

⃒⃒
≤

𝑛∑︁
𝑠=1

|𝛼𝑖𝑠||𝛼𝑠𝑗 | ≤ 𝑛𝑀2 .

Действуя аналогично для бо́льших степеней матрицы ‖𝐴‖,
по индукции получаем

⃒⃒
𝛼𝑖𝑗(𝑘)

⃒⃒
≤ 𝑛𝑘−1𝑀𝑘.

В силу определения 3.4.3 сходимость матричного ряда (3.4.1)
равносильна сходимости числовых рядов

𝛿𝑖𝑗+

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘𝛼𝑖𝑗(𝑘)

𝑘!
= 𝛿𝑖𝑗+

𝑡𝛼𝑖𝑗(1)

1!
+
𝑡2𝛼𝑖𝑗(2)

2!
+
𝑡3𝛼𝑖𝑗(3)

3!
+. . . (3.4.2)

для всех 𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]. В этой формуле слагаемое 𝛿𝑖𝑗 есть сим-
вол Кронекера.

Сходимость каждого из рядов (3.4.2) следует из сходимости
мажорирующего числового ряда

1 +
𝜌𝑀

1!
+
𝜌2𝑛𝑀2

2!
+ . . .+

𝜌𝑘𝑛𝑘−1𝑀𝑘

𝑘!
+ . . . ,
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который сходится по признаку д’Аламбера (проверьте это
самостоятельно!).

Наконец, используя утверждение теоремы 3.4.1, приходим к
доказываемому результату.

Теорема доказана.

Определение
3.4.5

Матрица, являющаяся суммой матричного ря-
да (3.4.1), называется показательной функцией
матрицы или экспонентой матрицы ‖𝐴‖ и обо-
значается как 𝑒𝑡‖𝐴‖ .

Иначе говоря,

+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘‖𝐴‖𝑘

𝑘!
= ‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+
𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . . = 𝑒𝑡‖𝐴‖ . (3.4.3)

Основные свойства матричной экспоненты описывает

Теорема
3.4.3

Пусть ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ квадратные матрицы порядка
𝑛. Тогда для матричной экспоненты справедливы
равенства:

– если ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖ = ‖𝐵‖ · ‖𝐴‖,

то 𝑒‖𝐴‖+‖𝐵‖ = 𝑒‖𝐴‖𝑒‖𝐵‖;

–
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝐴‖ 𝑒𝑡‖𝐴‖ .

Доказательство

Докажем первое утверждение теоремы.

Имеем, с одной стороны,
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𝑒‖𝐴‖ 𝑒‖𝐵‖ =

=

(︃
‖𝐸‖ +

‖𝐴‖
1!

+
‖𝐴‖2

2!
+ . . .

)︃(︃
‖𝐸‖ +

‖𝐵‖
1!

+
‖𝐵‖2

2!
+ . . .

)︃
=

=

+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑚=0

𝑔𝑘𝑚‖𝐴‖𝑘‖𝐵‖𝑚. (3.4.4)

С другой стороны,

𝑒‖𝐴‖+‖𝐵‖ = ‖𝐸‖ +
‖𝐴‖ + ‖𝐵‖

1!
+

(‖𝐴‖ + ‖𝐵‖)2

2!
+ . . . =

=

+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑚=0

ℎ𝑘𝑚‖𝐴‖𝑘‖𝐵‖𝑚 , (3.4.5)

поскольку из коммутируемости матриц ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ следует
справедливость матричного аналога формулы бинома Нью-
тона, то есть равенств вида

(‖𝐴‖+‖𝐵‖)2 = (‖𝐴‖+‖𝐵‖)(‖𝐴‖+‖𝐵‖) =

= ‖𝐴‖2 +‖𝐴‖‖𝐵‖+‖𝐵‖‖𝐴‖+‖𝐵‖2 = ‖𝐴‖2 +2‖𝐴‖‖𝐵‖+‖𝐵‖2

и им подобным.

Таким образом, матрицы ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ (в предположении ком-
мутативности их произведения) по алгебраическим свой-
ствам не отличаются от чисел. Значит, вид разложений
(3.4.4) и (3.4.5) не зависит от того, являются ли ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖
числами или матрицами.

Сравним теперь значения коэффициентов 𝑔𝑘𝑚 и ℎ𝑘𝑚 исходя
из факта, что разложение функции в степенной ряд, если
существует, то оно единственно. Это дает

𝑔𝑘𝑚 = ℎ𝑘𝑚 ∀𝑘,𝑚 = 0, 1, 2, 3, . . . ,

то есть выражения (3.4.4) и (3.4.5) совпадают.
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Убедимся теперь в справедливости второго утверждения
теоремы.

Поскольку в нашем случае матричный ряд (3.4.3) сходится
на множестве 𝑇 , а ряд, составленный из производных его
членов, сходится равномерно к производной от суммы ряда,
то его можно почленно дифференцировать. Поэтому

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡‖𝐴‖ =

𝑑

𝑑𝑡

(︃
‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+
𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . .

)︃
=

= ‖𝐴‖ +
𝑡‖𝐴‖2

1!
+
𝑡2‖𝐴‖3

2!
+
𝑡3‖𝐴‖4

3!
+ . . . =

= ‖𝐴‖

(︃
‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+
𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . .

)︃
=

= ‖𝐴‖ 𝑒𝑡‖𝐴‖ .

И мы приходим к заключению о справедливости второго
утверждения теоремы.

Теорема доказана.

Следствие
3.4.1

Матрица ‖𝑋(𝑡)‖ = 𝑒𝑡‖𝐴‖ является решением зада-
чи Коши с начальным условием ‖𝑋(0)‖ = ‖𝐸‖ для
матричного уравнения ‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑋‖ .

Доказательство

Очевидно вытекает из второго утверждения теоремы 3.4.3.

Следствие доказано.

Теорема
3.4.4

Общее решение однородной системы (3.1.1) мо-
жет быть представлено в форме⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = 𝑒𝑡‖𝐴‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (3.4.6)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные
числа.
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Доказательство

Пусть 𝑘-й столбец матрицы ‖𝑋(𝑡)‖ есть вектор-функция
‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] . Тогда матричное дифференциальное
уравнение

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑋‖

можно записать в покомпонентном виде, как следующий на-
бор из 𝑛 систем ∀𝑘 = [1, 𝑛] :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎1𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) ,

�̇�2(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎2𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�̇�𝑛(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) .

Это означает, что каждая вектор-функция ‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ есть
частное решение однородной системы (3.1.1).

Кроме того, поскольку ‖𝑋(0)‖ = ‖𝐸‖ , то каждая такая
вектор-функция есть решение задачи Коши с начальным
условием в виде

‖𝑔(𝑘)(0)‖ = ‖ 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 ‖T,

где единица стоит в 𝑘-й строке столбца – результата транс-
понирования.

Эти столбцы, очевидно, линейно независимые, значит, по
теореме существования и единственности решения задачи
Коши линейно независимыми будут и сами вектор-функции
‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] .

Но тогда ‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] можно принять за базис в ли-
нейном пространстве частных решений однородной системы
(3.1.1), и записать общее решение как

‖𝑥(𝑡)‖ =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘‖ 𝑔(𝑘)(𝑡)‖

или в матричной форме:
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⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = ‖𝑋(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные числа.

Откуда, использовав равенство ‖𝑋(𝑡)‖ = 𝑒𝑡‖𝐴‖ , получим
утверждение теоремы.

Теорема доказана.

Иначе говоря, теорема 3.4.4 утверждает, что столбцами матрицы
𝑒𝑡‖𝐴‖ являются решения задач Коши для однородной системы уравне-
ний ‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖, начальные условия в которых суть столбцы единич-
ной матрицы. Такие решения линейно независимые и образуют базис
в 𝑛-мерном линейном пространстве частных решений этой системы
уравнений, что, очевидно, позволяет находить и общее решение этой
системы уравнений.

Другим способом вычисления матричной экспоненты 𝑒𝑡‖𝐴‖ (аль-
тернативным следствию 3.4.1) служит формула (3.4.3). Однако ее ис-
пользование в случае произвольной матрицы ‖𝐴‖ является непростой
задачей. Значительно более эффективным (с вычислительной точки
зрения) методом нахождения 𝑒𝑡‖𝐴‖ оказывается алгоритм, основанный
на следующих лемме и теореме.

Лемма
3.4.1

Если матрица ‖𝐷‖ диагональна, т.е. у нее на глав-
ной диагонали стоят числа 𝜆𝑘 ∀𝑘 = [1, 𝑛], а осталь-
ные элементы нулевые, то

𝑒‖𝐷‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑒𝜆1 0 0 . . . 0 0
0 𝑒𝜆2 0 . . . 0 0
0 0 𝑒𝜆3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑒𝜆𝑛−1 0
0 0 0 . . . 0 𝑒𝜆𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Доказательство

Следует из определения 3.4.5 и правил умножения матриц.

Лемма доказана.
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Теорема
3.4.5

Пусть матрицы ‖𝐴‖, ‖𝐵‖ и ‖𝑆‖ квадратные, по-
рядка 𝑛 , и пусть матрица ‖𝑆‖ имеет обратную.
Тогда если ‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1, то

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐵‖‖𝑆‖−1 ∀𝑡 ∈ 𝑇 .

Доказательство

Имеем

‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 ,

‖𝐴‖2 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖2‖𝑆‖−1 ,

‖𝐴‖3 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖2‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖3‖𝑆‖−1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‖𝐴‖𝑘 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘−1‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Подставляя в формулу (3.4.3) ‖𝐴‖𝑘 = ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 , полу-
чаем

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐸‖‖𝑆‖−1 +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 =

= ‖𝑆‖

(︃
‖𝐸‖ +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐵‖𝑘

)︃
‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐵‖‖𝑆‖−1 .

Теорема доказана.

Из курса линейной алгебры известно, что если в 𝑈𝑛 существует ба-
зис из собственных векторов линейного преобразования, задаваемого
матрицей ‖𝐴‖, то матрица ‖𝐷‖, определяемая формулой

‖𝐷‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ ,

диагональна (здесь ‖𝑆‖ есть матрица перехода от исходного базиса
к базису из собственных векторов). Построив этот базис и вычислив
матрицы ‖𝑆‖ и ‖𝐷‖ (см. лемму 3.4.1), используя теорему 3.4.5, найдем
искомую матричную экспоненту по формуле

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐷‖‖𝑆‖−1 .
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В случае, когда базис из собственных векторов матрицы ‖𝐴‖ не
существует, всегда возможно, согласно теореме 3.2.2 (Жордана), пе-
рейти (при помощи невырожденной матрицы перехода ‖𝑆‖) к базису,
в котором матрица ‖𝐴‖ будет иметь нормальную жорданову форму
‖𝐽‖, то есть иметь блочно-диагональную структуру, составленную из
жордановых, размером 𝑙 x 𝑙 клеток (3.2.1) вида

‖𝐽𝑙(𝜆)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝜆 1 0 . . . 0 0 0
0 𝜆 1 . . . 0 0 0
0 0 𝜆 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆 1 0
0 0 0 . . . 0 𝜆 1
0 0 0 . . . 0 0 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.

Покажем теперь, что экспоненту жордановой клетки можно найти,
не вычисляя сумму какого-либо ряда. Действительно,

𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝑡𝜆‖𝐸‖ + 𝑡‖𝐽𝑙(0)‖, где

‖𝐽𝑙(0)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 1 0 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.

Матрицы ‖𝐸‖ и ‖𝐽𝑙(0)‖ , очевидно, коммутируют, поэтому (соглас-
но теореме 3.4.3):

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝑒𝑡𝜆‖𝐸‖+𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ = 𝑒𝑡𝜆‖𝐸‖ · 𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ .

Первый сомножитель легко вычисляется при помощи леммы 3.4.1.
Второй найдем при помощи формулы (3.4.3):

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ =

+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 . (3.4.7)
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Заметим, что согласно правилу умножения матриц

‖𝐽𝑙(0)‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖𝐽𝑙(0)‖𝑙−2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
,

‖𝐽𝑙(0)‖𝑙−1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.

То есть при каждом последовательном увеличении на единицу 𝑘 – по-
казателя степени в ‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 – единичная наддиагональ укорачивается
на единицу и сдвигается вправо на один столбец и вверх на одну стро-
ку.

При 𝑘 = 𝑙 матрица ‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 оказывается нулевой, и ряд (3.4.7) обры-
вается, превращаясь в обычную сумму с конечным числом слагаемых.

В итоге получаем, что

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ =

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 =
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=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

1
𝑡

1!

𝑡2

2!
. . .

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!

0 1
𝑡

1!
. . .

𝑡𝑙−4

(𝑙 − 4)!

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!

0 0 1 . . .
𝑡𝑙−5

(𝑙 − 5)!

𝑡𝑙−4

(𝑙 − 4)!

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1
𝑡

1!

𝑡2

2!

0 0 0 . . . 0 1
𝑡

1!
0 0 0 . . . 0 0 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
. (3.4.8)

Вычислив аналогичным методом экспоненты всех жордановых кле-
ток матрицы ‖𝐽‖, из которых составлена клеточно-диагональная мат-
рица 𝑒𝑡‖𝐽‖, и возвратившись в исходный базис по формуле

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐽‖‖𝑆‖−1 ,

получим искомую экспоненту матрицы 𝑡‖𝐴‖.

Проиллюстрируем изложенную теорию следующим примером.

Задача
3.4.1

Найти 𝑒𝑡‖𝐴‖ , если ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦
.

Решение Решим задачу двумя способами.

В первом способе воспользуемся следствием 3.4.1. Для
этого нам нужно решить указанные в нем задачи Коши,
для чего вначале найдем общее решение системы уравне-
ний вида⃦⃦⃦⃦

�̇�1(𝑡)
�̇�2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
. (3.4.9)
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Матрица ‖𝐴‖ имеет (проверьте это!) двукратное соб-
ственное значение 𝜆1,2 = 2 и соответствующее ему одно-
мерное собственное подпространство, базисом в котором
является собственный вектор ‖ℎ(1)‖ = ‖1 1‖T. По фор-
мулам (3.2.2) найдем присоединенный к ‖ℎ(1)‖ вектор
‖ℎ(2)‖ = ‖𝜂1 𝜂2‖T, который в нашем случае определяется
из системы линейных уравнений⃦⃦⃦⃦

1 −1
1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜂1
𝜂2

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
=⇒

=⇒ 𝜂1 − 𝜂2 = 1 =⇒ ‖ℎ(2)‖ =

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
.

Используя (3.2.9), запишем общее решение системы
(3.4.9) в виде⃦⃦⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1𝑒

2𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2𝑒

2𝑡

(︂
𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
или в координатной форме:{︂

𝑥1(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 (𝑡+ 1) ,
𝑥2(𝑡) = 𝐶1𝑒

2𝑡 + 𝐶2𝑒
2𝑡𝑡 .

Из общего решения находим нужные решения задач Ко-
ши: первое

из
⃦⃦⃦⃦
𝑥1(0)
𝑥2(0)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
⇒

{︂
𝐶1 + 𝐶2 = 1,
𝐶1 = 0,

⇒
{︂
𝐶1 = 0,
𝐶2 = 1,

то есть⃦⃦⃦⃦
𝑥1(1)(𝑡)
𝑥2(1)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

(︂
𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑡+ 1
𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Аналогично, второе

из
⃦⃦⃦⃦
𝑥1(0)
𝑥2(0)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
⇒

{︂
𝐶1 + 𝐶2 = 0,
𝐶1 = 1,

⇒
{︂
𝐶1 = 1,
𝐶2 = −1,
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откуда⃦⃦⃦⃦
𝑥1(2)(𝑡)
𝑥2(2)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

(︂⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
− 𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦⃦

1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
−𝑡

1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, следуя правилу, указанному в формулировке
следствия 3.4.1, составляем искомую матрицу

𝑒𝑡‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑥1(1) 𝑥1(2)
𝑥2(1) 𝑥2(2)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑡+ 1 −𝑡
𝑡 1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Во втором варианте решения задачи приведем матрицу к
жордановой форме и затем воспользуемся леммой 3.4.1 и
теоремой 3.4.5.

Согласно теореме 3.2.2 (Жордана) жорданов базис в
рассматриваемом случае состоит из элементов ‖ℎ(1)‖ и
‖ℎ(2)‖. Значит ‖𝑆‖ – матрица перехода от исходного ба-
зиса к жорданову – будет иметь вид

‖𝑆‖ =

⃦⃦⃦⃦
1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦
,

поскольку ее столбцами служат координатные представ-
ления элементов нового базиса. Как известно, матрица
перехода невырожденная, поэтому обратная ей матрица
существует и единственна:

‖𝑆‖−1 =

⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦
.

Переход к жордановой форме осуществляется по правилу

‖𝐽‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ ,

что дает жорданову клетку:

‖𝐽2‖ =

⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
2 1
0 2

⃦⃦⃦⃦
.

В нашем случае 𝜆 = 2 и 𝑙 = 2, поэтому из (3.4.8) и из
𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝜆𝑡‖𝐸‖ + 𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ следует

120



Решение
получено.

𝑒𝑡‖𝐽2(𝜆)‖ = 𝑒2𝑡‖𝐸‖+𝑡‖𝐽2(0)‖ = 𝑒2𝑡‖𝐸‖ · 𝑒𝑡‖𝐽2(0)‖ =

=

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡 0
0 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, по формуле 𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖ 𝑒𝑡‖𝐽‖‖𝑆‖−1 получаем

𝑒𝑡‖𝐴‖ = 𝑒2𝑡
⃦⃦⃦⃦

1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦
=

= 𝑒2𝑡
⃦⃦⃦⃦

1 + 𝑡 −𝑡
𝑡 1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

В заключение обсуждения свойств матричной экспоненты опишем
метод, позволяющий находить решения нескольких задач Коши, сфор-
мулированных для одного и того же начального 𝑡 = 𝑡0.

Поскольку множество всех частных решений однородной системы
(3.1.1) является 𝑛-мерным линейным пространством, то ее общее ре-
шения может быть записано в виде⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = ‖Φ(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные числа. Или же в более
компактной форме:

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖Φ(𝑡)‖ ‖𝐶‖ . (3.4.10)

При этом столбцами матрицы ‖Φ(𝑡)‖ (часто называемой фундамен-
тальной) являются координатные столбцы базисных частных реше-
ний системы (3.1.1). Примером такой матрицы, в силу равенства
(3.4.6), может служить 𝑒𝑡‖𝐴‖.

Если в задаче Коши начальное условие имеет вид ‖𝑥(𝑡0)‖ = ‖𝑥0‖ ,
то

‖𝑥0‖ = ‖Φ(𝑡0)‖ ‖𝐶‖ =⇒ ‖𝐶‖ = ‖Φ(𝑡0)‖−1 ‖𝑥0‖ .
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Тогда решение задачи Коши (в силу (3.4.10)) в базисе с ‖Φ(𝑡)‖ будет
иметь вид

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖Φ(𝑡)‖‖Φ(𝑡0)‖−1 ‖𝑥0‖ (3.4.11)

Пусть ‖𝑄‖ — невырожденная матрица, связывающая в простран-
стве частных решений базисы, имеющие фундаментальные матрицы
‖Φ(𝑡)‖ и 𝑒𝑡‖𝐴‖, такая, что выполнены равенства

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖Φ(𝑡)‖ ‖𝑄‖ и 𝑒𝑡0‖𝐴‖ = ‖Φ(𝑡0)‖ ‖𝑄‖ .

Тогда ‖𝑄‖ = ‖Φ(𝑡0)‖−1𝑒𝑡0‖𝐴‖ и, значит, в базисе с любой фунда-
ментальной матрицей ‖Φ(𝑡)‖

‖Φ(𝑡)‖‖Φ(𝑡0)‖−1 = 𝑒(𝑡−𝑡0)‖𝐴‖ . (3.4.12)

Наконец, подставив (3.4.12) в (3.4.11), получим более удобный для
практического использования, чем формула (3.4.11), вид решения за-
дачи Коши

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝑒(𝑡−𝑡0)‖𝐴‖ ‖𝑥0‖ . (3.4.13)

Эффект применения формулы (3.4.13) демонстрирует

Задача
3.4.2

Для системы уравнений⃦⃦⃦⃦
�̇�1(𝑡)
�̇�2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
4 −5
2 −2

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
найти вещественные решения задач Коши со следующи-
ми начальными условиями⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑥(1)
(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑥(2)

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
5
2

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑥(3)

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
.
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Решение Характеристическое уравнение данной системы имеет
корни 𝜆1,2 = 1 ± 𝑖 , а собственные векторы

⃦⃦
𝑓(1,2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3
2

⃦⃦⃦⃦
± 𝑖

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
.

Тогда общее вещественное решение решаемой системы
будет⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒𝑡

(︂
𝐶1

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡

2 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡+ 3 sin 𝑡

2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ )︂
или⃦⃦⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒𝑡

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡+ 3 sin 𝑡

2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝐶1

𝐶2

⃦⃦⃦⃦
.

Значит, в нашем случае

Φ(𝑡) = 𝑒𝑡
⃦⃦⃦⃦

3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡+ 3 sin 𝑡
2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Матричную экспоненту при 𝑡0 =
𝜋

4
найдем при помощи

формулы (3.4.12). Имеем

Φ

(︃
𝜋

4

)︃
=

√
2

⃦⃦⃦⃦
1 2
1 1

⃦⃦⃦⃦
exp

(︃
𝜋

4

)︃
.

Откуда находим

Φ−1

(︃
𝜋

4

)︃
=

1
√

2

⃦⃦⃦⃦
−1 2

1 −1

⃦⃦⃦⃦
exp

(︃
−
𝜋

4

)︃
.

Тогда, согласно (3.4.12),

exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃
= ‖Φ(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦Φ−1

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =
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Решение
получено.

=
𝑒
𝑡−
𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡+ 3 sin 𝑡

2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
−1 2

1 −1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−
𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
−2 cos 𝑡+ 4 sin 𝑡 5 cos 𝑡− 5 sin 𝑡
−2 cos 𝑡+ 2 sin 𝑡 4 cos 𝑡− 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, по формуле (3.4.13) выписываем решения зада-
чи Коши единообразно для всех трех случаев:⃦⃦⃦⃦

𝑥(1)1(𝑡)
𝑥(1)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−
𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡

2 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
𝑥(2)1(𝑡)
𝑥(2)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
5
2

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−
𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
10 sin 𝑡

−2 cos 𝑡+ 6 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
𝑥(3)1(𝑡)
𝑥(3)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−
𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
5 cos 𝑡− 5 sin 𝑡
4 cos 𝑡− 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.
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3.5. Элементы операционного исчисления

Операционное исчисление, или метод Хевисайда, является одним
из наиболее эффективных методов решения задачи Коши линейных
дифференциальных уравнений (и систем уравнений) с постоянными
коэффициентами. Приведем его краткое описание. 3

Определение
3.5.1

Оригиналом называется функция 𝑓(𝑡) такая, что

1∘ 𝑓(𝑡) ≡ 0 при 𝑡 < 0 и при 𝑡 ≥ 0, она непре-
рывна за исключением, быть может, конеч-
ного числа точек;

2∘ для 𝑓(𝑡) существуют константы 𝑀 > 0 и
𝜇 ≥ 0 такие, что

|𝑓(𝑡)| ≤𝑀𝑒𝜇𝑡 ∀𝑡 ≥ 0.

Определение
3.5.2

Функция 𝐹 (𝑝) (зависящая от комплексной пере-
менной 𝑝) вида

𝐹 (𝑝) =

+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 (3.5.1)

называется изображением функции 𝑓(𝑡) или
же преобразованием Лапласа функции 𝑓(𝑡), что
кратко записывается как 𝑓(𝑡) : 𝐹 (𝑝).

Сформулируем основные свойства преобразования Лапласа в виде
следующего набора утверждений.

Лемма
3.5.1

В условиях определения 3.5.1 несобственный ин-
теграл (3.5.1) очевидно сходится в комплексной
полуплоскости Re 𝑝 > 𝜇.

3Строгое и полное описание этого метода можно найти, например, в [6].
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Доказательство

Справедливость утверждения леммы вытекает из следую-
щей оценки. При 𝜇− Re 𝑝 < 0 имеем⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤𝑀

+∞∫︁
0

𝑒(𝜇−Re 𝑝)𝑡𝑑𝑡 < +∞ .

Лемма доказана.

Лемма
3.5.2

Несобственный интеграл (3.5.1) является в обла-
сти своего существования бесконечно дифферен-
цируемой функцией.

Доказательство

Обоснование утверждения леммы основано на определении
производной от функции комплексного переменного и пото-
му рассматривается в курсе ТФКП.

Лемма доказана.

Теорема
3.5.1

Преобразование Лапласа линейно.

Доказательство

Пусть 𝑓(𝑡) : 𝐹 (𝑝) и 𝑔(𝑡) : 𝐺(𝑝), а 𝛼 и 𝛽 постоянные, тогда,
в силу линейности операции интегрирования,

𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡) : 𝛼𝐹 (𝑝) + 𝛽𝐺(𝑝) .

Теорема доказана.

Теорема
3.5.2

Пусть 𝑓 (𝑚)(𝑡) ∀𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 – оригиналы, то-
гда

𝑓 (𝑘)(𝑡) : 𝑝𝑘𝐹 (𝑝)−𝑝𝑘−1𝑓(+0)−. . .−𝑝 𝑓 (𝑘−2)(+0)−𝑓 (𝑘−1)(+0) .
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Доказательство

Пусть 𝑘 = 1, тогда, интегрируя по частям и используя опре-
деления 3.5.1 и 3.5.2, получаем

𝑓 ′(𝑡) :

+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 𝑡𝑓 ′(𝑡) 𝑑𝑡 =

= 𝑒−𝑝 𝑡𝑓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞

+0

+ 𝑝

+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑝𝐹 (𝑝)− 𝑓(+0) .

Применим индукцию. Пусть доказываемая формула верна для
𝑘 = 𝑚. Покажем, что тогда она будет верна и для 𝑘 = 𝑚 + 1.
Действительно, пусть 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑚)(𝑡), тогда

𝑓 (𝑚+1)(𝑡) = 𝑔′(𝑡) : 𝑝𝐺(𝑝) − 𝑔(+0) =

= 𝑝

(︃
𝑝𝑚𝐹 (𝑝) − 𝑝𝑚−1𝑓(+0) − . . .− 𝑓 (𝑚−1)(+0)

)︃
− 𝑓 (𝑚)(+0) .

Теорема доказана.

Теорема
3.5.3

Для любого 𝑠 > 0 𝑓(𝑡− 𝑠) : 𝑒−𝑝 𝑠𝐹 (𝑝) .

Доказательство

Поскольку 𝑓(𝑡−𝑠) ≡ 0 при 𝑡 < 𝑠, то, сделав замену перемен-
ной 𝑡− 𝑠 = 𝑢, получим

𝑓(𝑡− 𝑠) :

+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 𝑡𝑓(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑡 =

=

+∞∫︁
0

𝑒−𝑝 (𝑢+𝑠)𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑒−𝑝 𝑠𝐹 (𝑝) .

Теорема доказана.

Из определения 3.5.2 следует, что изображение для каждого ори-
гинала существует и единственно. При этом естественно возникает во-
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прос: всегда ли по изображению можно восстановить оригинал? Ответ
на этот вопрос дает доказываемая в курсе ТФКП

Теорема
3.5.4

Оригинал по изображению восстанавливается
единственным образом, с точностью до значений
в точках разрывов, и определяется формулой

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
lim

𝑤→+∞

𝑐+𝑖𝑤∫︁
𝑐−𝑖𝑤

𝑒𝑡𝑝𝐹 (𝑝) 𝑑𝑝 . (3.5.2)

В формуле (3.5.2) интеграл берется на комплексной плоскости по
любой прямой Re 𝑧 = 𝑐 > 𝜇 .

Рассмотрим теперь применение операционного исчисления для ре-
шения задачи Коши для линейного дифференциального уравнения

𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑦
(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑏(𝑡) (3.5.3)

(или 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦(𝑡) = 𝑏(𝑡)) с комплексными постоянными коэффициентами
в случае, когда 𝑏(𝑡) есть квазимногочлен при 𝑡 ≥ 0. Начальные условия
будем считать известными:

𝑦(+0) = 𝐶1, 𝑦
′(+0) = 𝐶2, 𝑦

′′(+0) = 𝐶3, . . . , 𝑦
(𝑛−1)(+0) = 𝐶𝑛 . (3.5.4)

Согласно теоремам 2.5.1 и 2.5.2, 𝑦(𝑡) – каждое решение этого урав-
нения для неотрицательных 𝑡 – также есть квазимногочлен. Доопреде-
лим значения функций 𝑏(𝑡) и 𝑦(𝑡) тождественными нулями при 𝑡 < 0.
Тогда эти функции являются некоторыми оригиналами, поскольку
пункт 2∘ определения 3.5.1 выполняется для квазимногочленов оче-
видным образом.

Пусть 𝑏(𝑡) : 𝐵(𝑝) и 𝑦(𝑡) : 𝑌 (𝑝). Применяя преобразование Лапласа
(в комплексной полуплоскости Re 𝑝 > 𝜇, то есть в которой оно суще-
ствует) к обеим частям уравнения (3.5.3) и учитывая условия (3.5.3),
в силу теоремы 3.5.2 получаем(︀

𝑝𝑛 + 𝑎1𝑝
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑝+ 𝑎𝑛

)︀
𝑌 (𝑝) −𝐻(𝑝) = 𝐵(𝑝)

или
𝐿(𝑝)𝑌 (𝑝) −𝐻(𝑝) = 𝐵(𝑝) , (3.5.5)

где 𝐻(𝑝) = 𝑝𝑛−1𝐶1+𝑝𝑛−2𝐶2+. . .+𝑝𝐶𝑛−1+𝐶𝑛+

+𝑎1
(︀
𝑝𝑛−2𝐶1 + 𝑝𝑛−3𝐶2 + . . .+ 𝑝𝐶𝑛−2 + 𝐶𝑛−1

)︀
+. . .+𝑎𝑛−1𝐶1 .
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Уравнение (3.5.5) относительно 𝑌 (𝑝) линейное и алгебраическое.
Его решение при Re𝑝 > 𝜇 есть

𝑌 (𝑝) =
𝐵(𝑝) +𝐻(𝑝)

𝐿(𝑝)
.

Хотя оригинал 𝑦(𝑡) по найденному изображению 𝑌 (𝑝) можно полу-
чить при помощи формулы (3.5.2), удобнее поступить иначе: восполь-
зоваться взаимной однозначностью связи оригиналов и отображений,
допускающей «подбор» решений при помощи табл. 3.5.1, основой ко-
торой служит

Лемма
3.5.3

Для каждого целого неотрицательного 𝑘 спра-
ведливо равенство

𝑡𝑘𝑒𝜆𝑡 :

+∞∫︁
0

𝑒−(𝑝−𝜆)𝑡𝑡𝑘𝑑𝑡 =
𝑘!

(𝑝− 𝜆)𝑘+1
.

Доказательство

Интегрируя изображение последовательно 𝑘 раз по частям,
получаем

+∞∫︁
0

𝑒−(𝑝−𝜆)𝑡𝑡𝑘𝑑𝑡 =

=
𝑒(𝜆−𝑝)𝑡

𝜆− 𝑝
𝑡𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞

0

+
𝑘

𝑝− 𝜆

+∞∫︁
0

𝑒−(𝑝−𝜆)𝑡𝑡𝑘−1𝑑𝑡 =

=
𝑘

𝑝− 𝜆

+∞∫︁
0

𝑒−(𝑝−𝜆)𝑡𝑡𝑘−1𝑑𝑡 = . . . =
𝑘!

(𝑝− 𝜆)𝑘+1
.

Лемма доказана.

Содержимое табл. 3.5.1 получается из формулы, полученной в лем-
ме 3.5.3, и формулы Эйлера 𝑒𝑖𝜔𝑡 = cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡. Функция 𝑌 (𝑝)
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дробно-рациональная и всегда может быть разложена на простейшие
дроби, подобные представленным в табл. 3.5.1.

Наконец, линейность преобразования Лапласа и взаимная одно-
значность сопоставления оригинала и изображения позволяют нахо-
дить решение как уравнения (3.5.3) для любого квазимогочлена 𝑏(𝑡)
(равно как и для некоторых других элементарных функций), так и
системы линейных дифференциальных уравнений.

Таблица 3.5.1

Оригинал Изображение Оригинал Изображение

𝑡𝑘𝑒𝜆𝑡 ,
𝑘=0,1,2,...

𝑘!

(𝑝− 𝜆)𝑘+1
𝑡 cos𝜔𝑡

𝑝2 − 𝜔2

(𝑝2 + 𝜔2)2

ch𝜔𝑡
𝑝

𝑝2 − 𝜔2
𝑡 sin𝜔𝑡

2𝑝𝜔

(𝑝2 + 𝜔2)2

sh𝜔𝑡
𝜔

𝑝2 − 𝜔2
𝑒𝜆𝑡 cos𝜔𝑡

𝑝− 𝜆

(𝑝− 𝜆)2 + 𝜔2

sin 𝑡

𝑡
arcctg 𝑝 𝑒𝜆𝑡 sin𝜔𝑡

𝜔

(𝑝− 𝜆)2 + 𝜔2

Заметим также, что в случае, когда начальные условия не заданы,
операционный метод дает общее решение уравнения (3.5.3), выражен-
ное через 𝑛 произвольных комплексных констант 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 .

Следующие примеры демонстрируют практическую эффектив-
ность операционного метода.
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Задача
3.5.1

Решить задачу Коши:

𝑥′′ + 𝜔2
0 𝑥 = 𝐴 cos𝜔𝑡 ,

при
𝑥(0) = 𝑥′(0) = 0 ,

где 𝜔0 > 0, 𝜔 > 0 и 𝐴 ̸= 0 – некоторые константы.

Решение Пусть 𝑥(𝑡) : 𝑋(𝑝). Воспользовавшись табл. 3.5.1 и при-
равняв изображения от обеих частей данного уравнения,
получим (︀

𝑝2 + 𝜔2
0

)︀
𝑋(𝑝) =

𝐴𝑝

𝑝2 + 𝜔2
.

Откуда 𝑋(𝑝) =
𝐴𝑝

(𝑝2 + 𝜔2
0) (𝑝2 + 𝜔2)

.

Если 𝜔 ̸= 𝜔0 (то есть если мы имеем нерезонансный слу-
чай), то, разложив найденное изображение на простей-
шие дроби

𝑋(𝑝) =
𝐴

𝜔2
0 − 𝜔2

(︃
𝑝

𝑝2 + 𝜔2
−

𝑝

𝑝2 + 𝜔2
0

)︃
,

из табл. 3.5.1 получаем

𝑥(𝑡) =
𝐴

𝜔2
0 − 𝜔2

(cos𝜔𝑡− cos𝜔0𝑡) .

Решение
получено.

Если же 𝜔 = 𝜔0 (резонансный случай), то

𝑋(𝑝) =
𝐴𝑝

(𝑝2 + 𝜔2
0)

2 ,

и опять-таки по табл. 3.5.1 находим, что

𝑥(𝑡) =
𝐴

2𝜔0
𝑡 sin𝜔0𝑡 .
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Задача
3.5.2

Решить задачу Коши для системы линейных уравнений{︂
�̇� = −𝑥− 2𝑦 + 2𝑒−𝑡,
�̇� = 3𝑥+ 4𝑦 + 𝑒−𝑡

при
𝑥(0) = 𝑦(0) = −1 .

Решение Пусть 𝑥(𝑡) : 𝑋(𝑝) и 𝑦(𝑡) : 𝑌 (𝑝) . Поскольку собствен-
ные числа основной матрицы системы 𝜆1 = 1 и 𝜆2 = 2,
то изображения неизвестных будут существовать (пока-
жите это самостоятельно!) в комплексной полуплоскости
Re 𝑝 > 2 = max{−1, 1, 2} .

Применив преобразование Лапласа к обеим частям каж-
дого уравнения системы, получим⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑝𝑋 − (−1) = −𝑋 − 2𝑌 +
2

𝑝+ 1
,

𝑝 𝑌 − (−1) = 3𝑋 + 4𝑌 +
1

𝑝+ 1
.

Следовательно, для изображений неизвестных мы имеем
систему линейных уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(𝑝+ 1)𝑋 + 2𝑌 = −
𝑝− 1

𝑝+ 1
,

−3𝑋 + (𝑝− 4)𝑌 = −
𝑝

𝑝+ 1
,

решения которой легко находятся и имеют вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑋(𝑝) =

− 𝑝2 + 7𝑝− 4

(𝑝+ 1)(𝑝2 − 3𝑝+ 2)
,

𝑌 (𝑝) =
− 𝑝2 − 4𝑝+ 3

(𝑝+ 1)(𝑝2 − 3𝑝+ 2)
.

Разложение этих изображений на простейшие дроби дает
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Решение
получено.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑋(𝑝) = −

2

𝑝+ 1
−

1

𝑝− 1
+

2

𝑝− 2
,

𝑌 (𝑝) =
1

𝑝+ 1
+

1

𝑝− 1
−

3

𝑝− 2
.

Наконец, используя линейность преобразования Лапласа
и табл. 3.5.1, по полученным изображениям восстанав-
ливаем оригиналы искомых функций, которые являются
решением задачи Коши:{︂

𝑥(𝑡) = −2𝑒−𝑡 − 𝑒𝑡 + 2𝑒2𝑡 ,
𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡 + 𝑒𝑡 − 3𝑒2𝑡 .
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Глава 4

Задача Коши

4.1. Постановка задачи Коши

Определение
4.1.1

Нормальной системой дифференциальных урав-
нений порядка 𝑛 ≥ 2 называется система уравне-
ний вида⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑦1
′(𝑥) = 𝑓1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥)) ,

𝑦2
′(𝑥) = 𝑓2 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥)) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑦𝑛

′(𝑥) = 𝑓𝑛 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥))

или же в векторной форме

�⃗� ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥, �⃗�(𝑥)) ,

где 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] – независимая переменная, функции

‖�⃗�(𝑥)‖ = ‖ 𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) . . . 𝑦𝑛(𝑥) ‖T
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суть неизвестные, а компоненты вектора 𝑓 :

‖ 𝑓 (𝑥, �⃗�) ‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑓1 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)
𝑓2 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑓𝑛 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

– заданные, непрерывные в некоторой непустой области 𝐺 ⊆ 𝐸𝑛+1,
функции от 𝑛+ 1 переменной.

Определение
4.1.2

Вектор-функция �⃗� *(𝑥) называется решением за-
дачи Коши, если

– �⃗� *(𝑥) непрерывно дифференцируема на [𝑎, 𝑏];

– для �⃗� *(𝑥) верно
⃦⃦⃦⃦

𝑥
�⃗� *(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ;

– �⃗� * ′(𝑥) ≡ 𝑓(𝑥, �⃗� *(𝑥)) на [𝑎, 𝑏] (4.1.1)

и, кроме того, выполнены начальные условия:

�⃗� *(𝑥0) = �⃗�0 , 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] ,

⃦⃦⃦⃦
𝑥0
�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺. (4.1.2)

Рассмотрим теперь систему интегральных уравнений

�⃗�(𝑥) = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 . (4.1.3)

Вектор-функцию �⃗�(𝑥) назовем решением этой системы, если

– �⃗�(𝑥) непрерывно дифференцируема на [𝑎, 𝑏] ;

– �⃗�(𝑥) удовлетворяет условию
⃦⃦⃦⃦

𝑥
�⃗�(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ;

– �⃗�(𝑥) ≡ �⃗�0 +
𝑥∫︀

𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] . (4.1.4)

Для задачи Коши оказывается справедливой

Теорема
4.1.1

Для того чтобы вектор-функция �⃗�*(𝑥) являлась
решением задачи Коши (4.1.1) – (4.1.2) : необхо-
димо и достаточно, чтобы �⃗�*(𝑥) была решением
системы интегральных уравнений (4.1.3).
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Доказательство

Пусть �⃗� *(𝑥) есть решение задачи Коши. Тогда интегрирова-
ние от 𝑥0 до 𝑥 тождества

�⃗� ′(𝑥) ≡ 𝑓(𝑥, �⃗�(𝑥)) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

дает тождество (4.1.4), поскольку верно равенство (4.1.2).

Обратно, из непрерывности подынтегральной функции в
тождестве (4.1.3) следует, что его можно дифференциро-
вать по 𝑥 – верхнему пределу интегрирования. Это дает
тождество (4.1.1). Наконец, из условия (4.1.3) следует, что
�⃗�(𝑥0) = �⃗�0 при 𝑥 = 𝑥0.

Теорема доказана.

4.2. Принцип сжимающих операторов

Вначале напомним несколько определений из курса математичес-
кого анализа.

Если каждому элементу 𝑥 некоторого линейного пространства Λ
поставлено в однозначное соответствие неотрицательное (называемое
нормой 𝑥) число ⟨𝑥⟩ такое, что ∀𝑥, 𝑦 ∈ Λ и любого вещественного числа
𝜆 справедливы соотношения:

1∘ ⟨𝜆𝑥⟩ = |𝜆| ⟨𝑥⟩ (однородность нормы) ;

2∘ ⟨𝑥+ 𝑦⟩ ≤ ⟨𝑥⟩ + ⟨𝑦⟩ (неравенство треугольника) ;

3∘ ⟨𝑥⟩ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑜 ,

то такое линейное пространство называется нормированным.

Отметим, что нормированное пространство является метрическим
с метрикой (то есть расстоянием между элементами), определяемой по
формуле

𝜌(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥− 𝑦⟩ . (4.2.1)

Напомним также, что метрическое пространство, в котором каждая
фундаментальная последовательность сходится, называется полным, а
полное (в смысле метрики (4.2.1)) нормированное линейное простран-
ство называется банаховым.
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Рассмотрим теперь некоторый оператор ̂︀Φ с множеством определе-
ния 𝑈, принадлежащим банахову пространству 𝑋, и со значениями в
том же пространстве. Иначе говоря, ̂︀Φ есть преобразование вида̂︀Φ : 𝑈 → 𝑋.

Дадим следующие определения.

Определение
4.2.1

Элемент 𝑥* ∈ 𝑈 называется неподвижной точ-
кой преобразования ̂︀Φ, если

̂︀Φ𝑥* = 𝑥*.

Определение
4.2.2

Оператор ̂︀Φ называется сжимающим преобразо-
ванием на множестве 𝑈 , если существует число
𝑞 ∈ [0, 1) такое, что⟨̂︀Φ𝑥− ̂︀Φ 𝑦

⟩
≤ 𝑞 ⟨𝑥− 𝑦 ⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 .

Число 𝑞 в этом случае называется коэффициен-
том сжатия.

Определение
4.2.3

Оператор ̂︀Φ называется непрерывным на 𝑥0 ∈ 𝑈 ,
если ∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝜀 > 0 такое, что ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿𝜀(𝑥0)
справедливо неравенство⟨̂︀Φ𝑥− ̂︀Φ𝑥0⟩ < 𝜀 .

При этом оператор, непрерывный на каждом эле-
менте множества 𝑈 , называется непрерывным на
этом множестве.

Заметим, что каждый сжимающий оператор c 𝑞 > 0 является

непрерывным на множестве 𝑈 , поскольку выбор 𝛿𝜀 по правилу 𝛿𝜀 =
𝜀

𝑞
обеспечивает выполнение условий определения 4.2.3. Проверьте это
самостоятельно. Рассмотрите также и случай c 𝑞 = 0 .

Иллюстрацией определений 4.2.1 и 4.2.2 может служить
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Задача
4.2.1

В 𝑋 – линейном пространстве функций 𝑥(𝑡), непрерыв-
ных на отрезке [0, 1] – с нормой

⟨𝑥(𝑡) ⟩ = max
𝑡∈[0,1]

|𝑥(𝑡) | ,

найти коэффициент сжатия и неподвижную точку для
оператора ̂︀Φ, действие которого определяется формулой

̂︀Φ𝑥(𝑡) = 1 + 𝑡2
1∫︁

0

𝑢𝑥(𝑢) 𝑑𝑢 .

Решение Рассмотрим последовательность элементов в простран-
стве 𝑋, заданную соотношением 𝑥(𝑘)(𝑡) = ̂︀Φ𝑥(𝑘−1)(𝑡), где
𝑘 – натуральное число. Пусть 𝑥(0)(𝑡) ≡ 1, тогда

𝑥(1)(𝑡) = ̂︀Φ𝑥(0)(𝑡) = 1 + 𝑡2
1∫︁

0

𝑢 𝑑𝑢 = 1 +
1

2
𝑡2 .

Аналогично

𝑥(2)(𝑡) = ̂︀Φ𝑥(1)(𝑡) = 1 + 𝑡2
1∫︁

0

𝑢

(︃
1 +

1

2
𝑢2

)︃
𝑑𝑢 = 1 +

5

8
𝑡2

и

𝑥(3)(𝑡) = ̂︀Φ𝑥(2)(𝑡) = 1 + 𝑡2
1∫︁

0

𝑢

(︃
1 +

5

8
𝑢2

)︃
𝑑𝑢 = 1 +

21

32
𝑡2 .

Графики нескольких первых членов этой последователь-
ности показаны на рис. 4.1.
Предположим, что данная последовательность сходится
к функции 𝑥*(𝑡) = 1 + 𝐴 𝑡2, которая есть неподвижная
точка рассматриваемого оператора. Число 𝐴 определим
из условия 𝑥*(𝑡) = ̂︀Φ𝑥*(𝑡), которое в рассматриваемом
случае имеет вид
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Решение
получено.

1 +𝐴𝑡2 = 1 + 𝑡2
1∫︁

0

𝑢
(︀
1 +𝐴𝑢2

)︀
𝑑𝑢 .

Проверьте самостоятельно, что отсюда следует 𝐴 =
2

3
.

Убедимся теперь в сжимаемости оператора ̂︀Φ . Поскольку
в нашем случае метрика задается формулой

𝜌(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)⟩ = max
𝑡∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
,

то оказывается полезной оценка: ∀𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ 𝑋 :

⃒⃒⃒̂︀Φ𝑥(𝑡) − ̂︀Φ𝑦(𝑡)
⃒⃒⃒

= 𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑢
(︀
𝑥(𝑢) − 𝑦(𝑢)

)︀
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ 𝑡2
1∫︁

0

𝑢
⃒⃒
𝑥(𝑢) − 𝑦(𝑢)

⃒⃒
𝑑𝑢 ≤ 𝑡2 max

𝑡∈[0,1]

⃒⃒
𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)

⃒⃒ 1∫︁
0

𝑢 𝑑𝑢 =

=
𝑡2

2
< 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) > .

Наконец, при 𝑡 ∈ [0, 1] :

max
𝑡∈[0,1]

⃒⃒⃒̂︀Φ𝑥(𝑡) − ̂︀Φ𝑦(𝑡)
⃒⃒⃒
≤
𝑡2

2
< 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) > ,

что окончательно дает⟨̂︀Φ𝑥(𝑡) − ̂︀Φ𝑦(𝑡)
⟩
≤

1

2
⟨𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)⟩ .

Значит, оператор ̂︀Φ сжимающий, с коэффициентом сжа-

тия 𝑞 =
1

2
.

В общем случае оказывается справедливой (называемая в матема-
тической литературе принципом сжимающих операторов) следующая
теорема
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Теорема
4.2.1

Пусть ̂︀Φ является сжимающим преобразованием
с коэффициентом сжатия 𝑞 в замкнутом шаре
𝑈𝑟(𝑥0) ⊂ 𝑋 радиусом 𝑟 с центром на элементе 𝑥0.
И пусть при этом выполнено условие⟨ ̂︀Φ𝑥0 − 𝑥0

⟩
≤ (1 − 𝑞)𝑟 .

Тогда в 𝑈𝑟(𝑥0) ⊂ 𝑋 существует единственная непо-
движная для ̂︀Φ точка 𝑥* такая, что

– последовательность 𝑥(𝑚) = ̂︀Φ𝑥(𝑚−1) (где
𝑚 = 1, 2, . . .) сходится к 𝑥*;

– оценка скорости сходимости имеет вид⟨︀
𝑥(𝑚) − 𝑥*

⟩︀
≤ 𝑞𝑚𝑟 .

Рис. 4.1. К решению задачи 4.2.1
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1∘. Вначале покажем, что вся последовательность {𝑥(𝑚)} ле-
жит в шаре 𝑈𝑟(𝑥0). Действительно, ∀𝑥 ∈ 𝑈𝑟(𝑥0) имеется
оценка ⟨ ̂︀Φ𝑥− 𝑥0

⟩
≤
⟨ ̂︀Φ𝑥− ̂︀Φ𝑥0

⟩
+
⟨ ̂︀Φ𝑥0 − 𝑥0

⟩
≤

≤ 𝑞 ⟨𝑥− 𝑥0 ⟩ + (1 − 𝑞)𝑟 ≤ 𝑞𝑟 + (1 − 𝑞)𝑟 = 𝑟.

Из произвольности 𝑥 ∈ 𝑈𝑟(𝑥0) следует, что вся последова-
тельность {𝑥(𝑚)} лежит в шаре 𝑈𝑟(𝑥0).
2∘. Введем обозначение 𝛼 = (1 − 𝑞)𝑟 и последовательно по-
лучим оценки⟨︀

𝑥(1) − 𝑥0
⟩︀

=
⟨ ̂︀Φ𝑥0 − 𝑥0

⟩
≤ 𝛼 ,

⟨︀
𝑥(2) − 𝑥(1)

⟩︀
=
⟨ ̂︀Φ𝑥(1) − ̂︀Φ𝑥0

⟩
≤ 𝑞

⟨︀
𝑥(1) − 𝑥0

⟩︀
≤ 𝛼𝑞 ,⟨︀

𝑥(3) − 𝑥(2)
⟩︀

=
⟨ ̂︀Φ𝑥(2) − ̂︀Φ𝑥(1)

⟩
≤ 𝑞

⟨︀
𝑥(2) − 𝑥(1)

⟩︀
≤ 𝛼𝑞2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .⟨︀
𝑥(𝑚+1) − 𝑥(𝑚)

⟩︀
≤ 𝛼𝑞𝑚 .

С помощью этих оценок покажем, что последовательность
{𝑥(𝑚)} фундаментальна в 𝑋.

Действительно, в силу неравенства треугольника⟨︀
𝑥(𝑚+𝑝) − 𝑥(𝑚)

⟩︀
≤
⟨︀
𝑥(𝑚+𝑝) − 𝑥(𝑚+𝑝−1)

⟩︀
+
⟨︀
𝑥(𝑚+𝑝−1) − 𝑥(𝑚+𝑝−2)

⟩︀
+. . .

. . .+
⟨︀
𝑥(𝑚+1) − 𝑥(𝑚)

⟩︀
≤ 𝛼

(︂
𝑞𝑚+𝑝−1 + 𝑞𝑚+𝑝−2 + . . .+ 𝑞𝑚

)︂
=

=
𝛼(𝑞𝑚 − 𝑞𝑚+𝑝)

1 − 𝑞
≤

𝛼𝑞𝑚

1 − 𝑞

и окончательно из условия 𝛼 = (1 − 𝑞)𝑟 получаем, что

⟨︀
𝑥(𝑚+𝑝) − 𝑥(𝑚)

⟩︀
≤

𝛼𝑞𝑚

1 − 𝑞
= 𝑟𝑞𝑚 . (4.2.2)
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3∘. Из неравенства (4.2.2) следует фундаментальность после-
довательности {𝑥(𝑚)}, поскольку правая часть оценки (4.2.2)
не зависит от 𝑝, и может быть сделана меньше ∀ 𝜀 > 0 за счет
выбора достаточно большого 𝑚.
Из полноты банахова пространства 𝑋 при этом следует схо-
димость {𝑥(𝑚)} к некоторому элементу 𝑥* ∈ 𝑋.

Тогда, перейдя к пределу в (4.2.2) при 𝑝 → +∞, полу-
чим оценку скорости сходимости, указанную в формулиров-
ке теоремы.

4∘. Мы уже показали, что вся последовательность {𝑥(𝑚)}
лежит в шаре 𝑈𝑟(𝑥0), а, положив 𝑚 = 0 в неравенстве (4.2.2)
и перейдя в

⟨︀
𝑥(𝑝) − 𝑥0

⟩︀
≤ 𝑟 к пределу при 𝑝→ +∞, в силу

замкнутости шара получим, что

𝑥* ∈ 𝑈𝑟(𝑥0) .

5∘. Из условия сжимаемости оператора ̂︀Φ в шаре 𝑈𝑟(𝑥0)
следует его непрерывность на этом множестве. Поэтому в
равенстве ̂︀Φ𝑥(𝑚−1) = 𝑥(𝑚) можно перейти к пределу при
𝑚→ +∞ и получить, что ̂︀Φ𝑥* = 𝑥*, поскольку

lim
𝑚→+∞

𝑥(𝑚) = lim
𝑚→+∞

̂︀Φ𝑥(𝑚−1) ⇒

⇒ lim
𝑚→+∞

𝑥(𝑚) = ̂︀Φ(︁ lim
𝑚→+∞

𝑥(𝑚−1)

)︁
.

Значит 𝑥* – неподвижная точка оператора ̂︀Φ .

6∘. Осталось убедиться в единственности 𝑥* ∈ 𝑈𝑟(𝑥0). Пред-
положим, что ̂︀Φ𝑥* = 𝑥* и ̂︀Φ𝑥** = 𝑥**. Тогда в силу сжима-
емости оператора ̂︀Φ :

⟨𝑥* − 𝑥** ⟩ =
⟨ ̂︀Φ𝑥* − ̂︀Φ𝑥**

⟩
≤ 𝑞 ⟨𝑥* − 𝑥** ⟩ ,

но это возможно лишь при 𝑥** = 𝑥*.

Теорема доказана.
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4.3. Существование и единственность
решения задачи Коши

В этом параграфе мы сформулируем и докажем основную теорему
о существовании и единственности локального решения задачи Коши
для нормальной системы дифференциальных уравнений 𝑛-го порядка
(см. определения 4.1.1 и 4.1.2.)

Предварительно дадим

Определение
4.3.1

Будем говорить, что вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�) при⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 ⊆ 𝐸𝑛+1

удовлетворяет в 𝐺 условию Липшица относитель-
но �⃗� равномерно по 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], если ∃𝐿 > 0 такое,
что⟨
𝑓(𝑥, �⃗�(1)) − 𝑓(𝑥, �⃗�(2))

⟩
≤ 𝐿

⟨︀
�⃗�(1) − �⃗�(2)

⟩︀
∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

∀
⃦⃦⃦⃦

𝑥
�⃗�(1)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 и ∀

⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�(2)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 . Число 𝐿 в этом

случае называется константой Липшица.

Опираясь на известные из курса математического анализа теоремы
об условиях эквивалентности норм в банаховом пространстве, далее
(для упрощения рассуждений) под нормой элемента �⃗�(𝑥) рассматри-
ваемого пространства 𝑛-мерных вектор-функций мы будем понимать
число

⟨ �⃗�(𝑥)⟩ = max
𝑘=[1,𝑛]

max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦𝑘(𝑥)| .

Тогда будет справедлива

Лемма
4.3.1

Если �⃗�(𝑥) непрерывная на [𝑎, 𝑏] вектор-функция,
то имеет место неравенство⟨ 𝑏∫︁

𝑎

�⃗�(𝑥) 𝑑𝑥

⟩
≤

𝑏∫︁
𝑎

⟨ �⃗�(𝑥)⟩ 𝑑𝑥 = ⟨ �⃗�(𝑥)⟩
(︀
𝑏− 𝑎

)︀
.
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Доказательство

Имеем оценку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑦𝑘(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

𝑏∫︁
𝑎

| 𝑦𝑘(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫︁

𝑎

⟨ �⃗�(𝑥)⟩ 𝑑𝑥 = ⟨ �⃗�(𝑥)⟩
(︀
𝑏− 𝑎

)︀
,

которая верна ∀𝑘 = [1, 𝑛].

Следовательно, она верна и для максимальной по 𝑘 левой
части, и потому утверждение леммы справедливо.

Лемма доказана.

Приведем теперь доказательство теоремы Коши в ее общем вари-
анте.

Теорема
4.3.1
(Коши)

Пусть в области 𝐺 ⊆ 𝐸𝑛+1 вектор-функция
𝑓(𝑥, �⃗�) :

– непрерывна;

– на каждом компакте в области 𝐺 удовлетво-
ряет условию Липшица с константой Лип-
шица, равной 𝐿.

Тогда ∀
⃦⃦⃦⃦
𝑥0
�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 найдется 𝛿 > 0 такое, что на

отрезке [𝑥0− 𝛿, 𝑥0 + 𝛿 ] существует и притом един-
ственное решение задачи Коши:

�⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0 .

Доказательство

1∘. Согласно определению нормы для любого замкнутого и
ограниченного множества 𝑄 ⊆ 𝐺 существуют числа 𝑀 > 0
и 𝐿 > 0 такие, что⟨

𝑓(𝑥, �⃗�)
⟩
≤𝑀 ∀

⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑄,

поскольку вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�) непрерывна в 𝑄 и
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⟨
𝑓(𝑥, �⃗�) − 𝑓(𝑥, �⃗�)

⟩
≤ 𝐿

⟨︀
�⃗� − �⃗�

⟩︀
∀
⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦⃦
𝑥
�⃗�

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑄 ,

так как 𝑓(𝑥, �⃗�) удовлетворяет условию Липшица.

2∘. Рассмотрим в 𝐸𝑛+1 замкнутый цилиндр

𝑄𝑟 ≡

{︃
𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿𝑟, 𝑥0 + 𝛿𝑟 ] ,
⟨ �⃗� − �⃗�0⟩ ≤ 𝑟 .

}︃

В последней формуле пусть параметр

𝛿𝑟 =
𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
,

а положительное 𝑟 возьмем, в свою очередь, настолько ма-
лым, чтобы 𝑄𝑟 ⊂ 𝐺 .

Геометрическая интерпретация сделаного выбора парамет-
ров для 𝑛 = 1 показана на рис. 4.2.

3∘. На множестве 𝑋𝑟 – вектор-функций непрерывно диффе-
ренцируемых на отрезке [𝑥0−𝛿𝑟, 𝑥0+𝛿𝑟 ], построим оператор,
действие которого определяется формулой

̂︀Φ �⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 . (4.3.1)

Тогда система интегральных уравнений (4.1.3) может быть
записана в виде �⃗�(𝑥) = ̂︀Φ �⃗�(𝑥).

4∘. Покажем, что этот оператор является сжимающим на
замкнутом шаре радиусом 𝑟 и с центром на элементе �⃗�0 :

𝑈𝑟(�⃗�0) ≡
{︀
�⃗� ∈ 𝑋𝑟 : ⟨ �⃗� − �⃗�0⟩ ≤ 𝑟

}︀
.

Действительно, в силу определения нормы, леммы 4.3.1 и
условия Липшица справедлива оценка

⟨ ̂︀Φ�⃗�(𝑥) − ̂︀Φ�⃗�(𝑥)
⟩
≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

⟨
𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) − 𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢))

⟩
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤
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≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

𝐿 ⟨ �⃗�(𝑢) − �⃗�(𝑢)⟩ 𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛿𝑟𝐿 ⟨ �⃗�(𝑥) − �⃗�(𝑥)⟩ .

Сжимаемость следует из очевидного неравенства для коэф-
фициента сжатия

𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿 =
𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
< 1 .

Рис. 4.2. Цилиндр 𝑄𝑟 в случае 𝑛 = 1

5∘. С другой стороны, в силу леммы 4.3.1 и ограниченности
вектор-функции 𝑓(𝑥, �⃗�) имеем

⟨ ̂︀Φ�⃗�0 − �⃗�0

⟩
≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
𝑥0

⟨
𝑓(𝑢, �⃗�0)

⟩
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛿𝑟𝑀 = (1 − 𝑞𝑟)𝑟 .

Последняя оценка вытекает непосредственно из включения
𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿𝑟, 𝑥0 + 𝛿𝑟] и формулы

𝛿𝑟 =
𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
.
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Действительно,

𝛿𝑟𝑀 =
𝑀

𝑀 + 𝐿𝑟
𝑟 =

𝑀 + 𝐿𝑟 − 𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
𝑟 =

=

(︃
1 −

𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟

)︃
𝑟 = (1 − 𝑞𝑟) 𝑟 ,

поскольку ранее мы нашли, что

𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿 =
𝐿𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
.

6∘. Согласно теореме 4.2.1 (принцип сжимающих операто-
ров) оператор

̂︀Φ �⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢

имеет в шаре 𝑈𝑟(�⃗�0) неподвижную точку �⃗� *(𝑥), являющую-
ся единственным решением уравнения

�⃗� *(𝑥) = ̂︀Φ �⃗� *(𝑥),

которая в следствие равносильности (теорема 4.1.1) задач

�⃗� ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥, �⃗�(𝑥)) ; �⃗�(𝑥0) = �⃗�0

и

�⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢

есть решение исходной задачи Коши (4.1.1) – (4.1.2).

Теорема доказана.

Следствие
4.3.1

Утверждение теоремы 1.1.1 справедливо.
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Доказательство

Покажем, что если вектор-функция 𝑓(�⃗�) (с координатным
представлением ‖ 𝑓1(�⃗�) 𝑓2(�⃗�) . . . 𝑓𝑛(�⃗�) ‖T) , �⃗� ∈ 𝐸𝑛, непре-
рывно дифференцируема в выпуклой, замкнутой и ограни-
ченной области 𝐺, то она удовлетворяет условию Липшица.

Из курса математического анализа известно (лемма Адама-
ра), что ∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝐺 ∃ 𝜉(𝑘) = 𝜆(𝑘)�⃗� + (1 − 𝜆(𝑘))�⃗�, 𝜆(𝑘) ∈ [0, 1],
для которого

𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�) =
(︁

grad𝑓𝑘(𝜉(𝑘)), �⃗� − �⃗�
)︁

∀𝑘 = [1, 𝑛] .

В этом случае 𝜉(𝑘) принадлежит отрезку в 𝐺, соединяющему
�⃗� и �⃗�.

Тогда в силу неравенства Коши–Буняковского и свойств
функций непрерывных на компакте

| 𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�) | ≤
𝑛∑︁

𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 |

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑓𝑘(𝜉(𝑘))

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤𝑀𝑘

𝑛∑︁
𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 | ,

где 𝑀𝑘 = max
1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑓𝑘(𝜉(𝑘))

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Откуда по определению нормы⟨
𝑓(�⃗�) − 𝑓(�⃗�)

⟩
= max

1≤𝑘≤𝑛
max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

⃒⃒
𝑓𝑘(�⃗�) − 𝑓𝑘(�⃗�)

⃒⃒
≤

≤ max
1≤𝑘≤𝑛

max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

𝑀𝑘

𝑛∑︀
𝑗=1

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 | ≤

≤
(︀

max
1≤𝑘≤𝑛

𝑀𝑘

)︀ (︀
max
�⃗�,�⃗�∈𝐺

𝑛 max
1≤𝑗≤𝑛

| 𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 |
)︀
≤

≤ 𝑀 𝑛 ⟨�⃗� − �⃗�⟩ = 𝐿 ⟨�⃗� − �⃗�⟩ ,

где 𝑀 = max
1≤𝑘≤𝑛

𝑀𝑘, а 𝐿 = 𝑛𝑀.

Таким образом, из условия теоремы 1.1.1 следует выпол-
нение условий теоремы 4.3.1. Поэтому утверждение теоре-
мы 1.1.1, следующее из утверждения теоремы 4.3.1, спра-
ведливо.

Следствие доказано.
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4.4. Продолжаемость локального решения
задачи Коши

В заключительной части § 1.1 было введено понятие продолжения
решения задачи Коши. Уточним и расширим это понятие, дав

Определение
4.4.1

Пусть вектор-функция �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] – решение
задачи Коши (4.1.1) – (4.1.2). Будем говорить, что
вектор-функция �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎,𝐵] – частное реше-
ние уравнения (4.1.1) – является продолжением
вперед решения �⃗�(𝑥), если

𝑏 < 𝐵 и �⃗�(𝑥) ≡ �⃗�(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .

В случае когда 𝐵 = +∞, решение задачи Коши
называется неограниченно продолжаемым впе-
ред.

Продолжаемость назад решения задачи Коши
определяется аналогично для 𝐴 < 𝑎.

Наконец, решение задачи Коши �⃗�(𝑥) называет-
ся непродолжаемым на промежутке {𝑎, 𝑏}, если
для каждого другого решения этой задачи �⃗�1(𝑥),
определенного на промежутке {𝐴,𝐵} и совпада-
ющего с �⃗�(𝑥) на {𝐴,𝐵} ∩ {𝑎, 𝑏}, оказывается, что

{𝐴,𝐵} ⊆ {𝑎, 𝑏}.

Имеет место

Теорема
4.4.1

Пусть в области 𝐺 выполнены условия теоре-
мы 4.3.1 (Коши). Тогда задача Коши (4.1.1) –
(4.1.2) имеет единственное непродолжимое реше-
ние, определенное на некотором максимальном
интервале (𝛼, 𝛽).

149



Доказательство

Для простоты сначала рассмотрим лишь случай продолже-
ния вперед. Пусть �⃗�(𝑥) – локальное решение задачи Коши,
существование и единственность которого следует из тео-
ремы 4.3.1. И пусть 𝐺 – замкнутая, ограниченная область.
Покажем, что решение может быть продолжено вперед до 𝛾
– границы 𝐺.

Если оказалось, что
⃦⃦⃦⃦

𝑥0 + 𝛼𝛿𝑟
�⃗�(𝑥0 + 𝛼𝛿𝑟)

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾, 0 < 𝛼 ≤ 1 ,

то доказательство этого утверждения завершено. В против-
ном случае положим 𝑥(1) = 𝑥0 + 𝛿𝑟 и решим новую задачу
Коши: �⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) , �⃗�(𝑥(1)) = �⃗�(𝑥(1)) . Находим ее решение
на отрезке [𝑥0, 𝑥(2)], где 𝑥(2) > 𝑥(1) и т.д. В итоге мы полу-
чаем монотонно возрастающую последовательность {𝑥(𝑘)} ,
которая ограничена сверху в силу ограниченности 𝐺. Зна-
чит, она имеет предел 𝐵 = sup

𝑘
{𝑥(𝑘)} = max

𝑘
{𝑥(𝑘)}, поскольку

𝐺 замкнуто.
Из ограниченности производной решения задачи Коши

следует равномерная непрерывность этого решения. Значит
точка ‖𝐵 �⃗�(𝐵) ‖T ∈ 𝛾 и дальнейшее продолжение вперед в
𝐺 невозможно.

Пусть 𝐺 не является замкнутой, ограниченной обла-
стью. Аппроксимируем ее изнутри расширяющейся после-
довательностью замкнутых, ограниченных областей {𝑈 (𝑛)}

с границами 𝛾(𝑛) ∀𝑛 такими, что
⃦⃦⃦⃦
𝑥0
�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝑈 (𝑛) и 𝑈 (𝑛) ⊂

⊂ 𝑈 (𝑛+1) ⊂ 𝐺 . Для каждого 𝑛 решение задачи Коши су-

ществует на отрезке [𝑎(𝑛), 𝑏(𝑛)] , причем
⃦⃦⃦⃦

𝑎(𝑛)
�⃗�(𝑎(𝑛))

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾(𝑛) и⃦⃦⃦⃦

𝑏(𝑛)
�⃗�(𝑏(𝑛))

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝛾(𝑛) .

Последовательность {𝑎(𝑛)} монотонно убывающая, а
{𝑏(𝑛)} монотонно возрастающая. Следовательно они имеют
пределы (быть может, бесконечные), равные 𝛼 и 𝛽 соответ-
ственно.

Таким образом, интервал (𝛼, 𝛽) оказывается максималь-
ным интервалом существования решения задачи Коши в об-
ласти 𝐺.

Теорема доказана.
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Из доказанной теоремы следует, что точки графика решения зада-
чи Коши могут подходить сколь угодно близко к границе области 𝐺
или же уходить в бесконечность, если область 𝐺 не ограничена. Иначе
говоря, продолжение возможно пока выполняются условия существо-
вания и единственности, что иллюстрирует

Задача
4.4.1

Найти максимальное непродолжимое решение следую-
щих задач Коши (при 𝑛 = 1).

Решение

Решение
получено.

1∘. 𝑦′ = 1, 𝑦(0) = 0, 𝐺 = {|𝑦| ≤ 2, |𝑥| ≤ 1}. В этом
случае график решения 𝑦(𝑥) = 𝑥 достигает гра-

ницы области 𝐺, а его предельная точка
⃦⃦⃦⃦

1
1

⃦⃦⃦⃦
принадлежит этой границе.

2∘. Пусть 𝑦′ = 𝑦2 + 1, 𝑦(0) = 0, а область 𝐺 = 𝐸2.

Здесь максимальный интервал будет

(︃
−
𝜋

2
,
𝜋

2

)︃
,

а непродолжаемое на нем решение задачи Коши:

𝑦(𝑥) = tg 𝑥 стремится к ±∞ при 𝑥→ ±
𝜋

2
.

3∘. Наконец, пусть 𝑦′ = −
1

𝑥2
cos

1

𝑥
, 𝑦

(︃
2

𝜋

)︃
= 1, а об-

ласть 𝐺 = {𝑥 > 0, −∞ < 𝑦 < +∞}. Решение

задачи Коши: 𝑦(𝑥) = sin
1

𝑥
. Его предельные точки

при 𝑥→ +0 заполняют отрезок [−1, 1] на оси 𝑂𝑦.

4.5. Исследование зависимости решения
задачи Коши от параметров

В реальных приложениях постановка задачи Коши может зави-
сеть от некоторых параметров, значения которых a priori известны,
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но с некоторой, вообще говоря, ненулевой погрешностью. В этом слу-
чае важно убедиться в том, что малые вариации значений парамет-
ров приводят к малым вариациям решения. Данное свойство принято
называть корректностью постановки задачи Коши. Найдем условия,
гарантирующие наличие данного свойства.

Покажем, что справедливы следующие теоремы о гладкости, непре-
рывной зависимости и дифференцируемости решений задачи Коши по
параметрам. Во-первых, имеет место

Теорема
4.5.1
(О глад-
кости)

Пусть вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�) непрерывно диф-
ференцируема в 𝐺 по всем своим переменным до
порядка 𝑁 ≥ 1. Тогда любое решение системы
дифференциальных уравнений вида �⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�)
имеет непрерывные производные порядка 𝑁 + 1.

Доказательство

При 𝑁 = 1 теорема верна в силу теоремы Коши. Применим
к рассматриваемой системе теорему о дифференцируемости
сложной функции. Получим

�⃗� ′′ =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑦𝑖

𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑥
.

То есть существует непрерывная вторая производная от �⃗�.

Пусть теперь 𝑁 = 2. Снова применив к последнему ра-
венству теорему о дифференцируемости сложной функции,
придем к заключению о существовании непрерывной произ-
водной третьего порядка и т.д.

Теорема доказана.

Таким образом, чем выше степень гладкости правых частей исход-
ной системы, тем выше степень гладкости ее решений.

Далее, будет справедлива
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Теорема
4.5.2
(О не-
прерыв-
ности)

Пусть 𝑝 – скалярный параметр. Тогда если функ-

ции 𝑓(𝑥, �⃗�, 𝑝) и
𝜕𝑓(𝑥, �⃗�, 𝑝)

𝜕𝑦𝑖
∀𝑖 = [1, 𝑛] непрерывны в

области 𝐺 по совокупности всех своих аргумен-
тов, то �⃗� *(𝑥, 𝑝) – решение задачи Коши:

�⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�, 𝑝) , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0

при ‖𝑥0 �⃗�0 𝑝0‖T ∈ 𝐺 непрерывно по совокупности
переменных {𝑥, 𝑝} в некотором прямоугольнике

Π ≡
{︂

|𝑥− 𝑥0| ≤ 𝛿𝑟 ,
| 𝑝 − 𝑝0| ≤ 𝛿𝑝 .

}︂

Доказательство

Рассматриваемую задачу Коши можно записать в следую-
щем операторном виде

�⃗� = ̂︀Φ�⃗� , где ̂︀Φ�⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�, 𝑝) 𝑑𝑢 .

Согласно теоремам 4.2.1 (принцип сжимающих операторов)
и 4.3.1 (Коши) это уравнение имеет в некоторой замкну-
той, ограниченной окрестности �⃗�0 в банаховом пространстве
непрерывно дифференцируемых функций единственное ре-
шение.
Покажем теперь, что в силу сжимаемости оператора ̂︀Φ реше-
ние задачи Коши является непрерывной функцией 𝑝. Выбе-
рем 𝑟 > 0 и 𝛿𝑟 так, как это было сделано при доказательстве
теоремы 4.3.1. В этом случае коэффициент сжатия операто-
ра ̂︀Φ будет равен 𝑞𝑟. По следствию 4.3.1 из условия теоремы
вытекает, что ∃𝐿 > 0 такое, что 𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿.
Из теоремы 4.2.1 следует, что рекуррентно-определенная
вектор-функциональная последовательность с непрерывны-
ми членами

�⃗�(𝑘)(𝑥, 𝑝) = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓

(︂
𝑢, �⃗�(𝑘−1)(𝑢, 𝑝), 𝑝

)︂
𝑑𝑢 ,
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�⃗�(0)(𝑥, 𝑝) = �⃗�0 ,

⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑝

⃦⃦⃦⃦
∈ Π ,

сходится к �⃗� *(𝑥, 𝑝), причем (как следует из теоремы 4.2.1):⟨︀
�⃗�(𝑘)(𝑥, 𝑝) − �⃗� *(𝑥, 𝑝)

⟩︀
≤ (𝑞𝑟)𝑘𝑟 , где 𝑞𝑟 = 𝛿𝑟𝐿 < 1 .

Тогда по признаку Вейерштрасса имеет место равномерная
по 𝑝 сходимость:

�⃗�(𝑘)(𝑥, 𝑝) ⇒ �⃗� *(𝑥, 𝑝) ,

⃦⃦⃦⃦
𝑥
𝑝

⃦⃦⃦⃦
∈ Π ,

и из непрерывности по параметру 𝑝 вектор-функций
�⃗�(𝑘)(𝑥, 𝑝) ∀𝑘 = 0, 1, 2, . . . следует непрерывность �⃗� *(𝑥, 𝑝).

Теорема доказана.

Следующая теорема устанавливает условия дифференцируемости
решения задачи Коши.

Теорема
4.5.3
(О диф-
ференци-
руемости)

Пусть в области 𝐺 пространства {𝑥, �⃗�, 𝑝} вектор-
функция 𝑓(𝑥, �⃗�, 𝑝) имеет непрерывные частные
производные по всем своим аргументам до по-
рядка 𝑁 ≥ 1 включительно.
Тогда решение задачи Коши �⃗� *(𝑥, 𝑝) имеет непре-
рывные частные производные по всем своим аргу-
ментам до порядка 𝑁 . При этом частная про-

изводная
𝜕�⃗� *

𝜕𝑝
является решением задачи Коши

для уравнения в вариациях по параметру 𝑝 :

𝑑

𝑑𝑥

𝜕�⃗� *

𝜕𝑝
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝑓

𝜕𝑦𝑘

𝜕𝑦 *
𝑘

𝜕𝑝
+
𝜕𝑓

𝜕𝑝

с начальным условием
𝜕�⃗� *

𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

= �⃗� .

Доказательство

Проведем доказательство для случая 𝑛 = 1. Согласно тео-
реме 4.5.1 функциональная последовательность {𝑦(𝑘)(𝑥, 𝑝)}
при 𝑁 = 1 :
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𝑦(𝑘)(𝑥, 𝑝) = 𝑦0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓

(︂
𝑢, 𝑦(𝑘−1)(𝑢, 𝑝), 𝑝

)︂
𝑑𝑢 , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

(4.5.1)
сходится равномерно на 𝑝 ∈ [𝑝 − 𝑝0, 𝑝 + 𝑝0] к 𝑦*(𝑥, 𝑝) – ре-
шению задачи Коши. При условии достаточной гладкости
функции 𝑦0(𝑥, 𝑝) и в силу свойств определенного интегра-
ла с переменным верхним пределом каждый ее член есть
непрерывно дифференцируемая по 𝑝 функция.

Используя теорему Лейбница, построим новую функцио-

нальную последовательность 𝑤(𝑘)(𝑥, 𝑝) =
𝜕𝑦(𝑘)(𝑥, 𝑝)

𝜕𝑝
, задан-

ную реккурентным соотношением

𝑤(𝑘)(𝑥, 𝑝) =

𝑥∫︁
𝑥0

(︃
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑤(𝑘−1) +

𝜕𝑓

𝜕𝑝

)︃
𝑑𝑢 , (4.5.2)

где частные производные от 𝑓 по 𝑦 и 𝑝 вычислены в точке
‖ 𝑢 𝑦(𝑘−1)(𝑢, 𝑝) 𝑝 ‖T. Или же в операторной форме

𝑤(𝑘) = ̂︀Ψ𝑤(𝑘−1) , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , (4.5.3)

где действие оператора ̂︀Ψ задается формулой

̂︀Ψ𝑤 =

𝑥∫︁
𝑥0

(︃
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑝

)︃
𝑑𝑢 .

В силу условий доказываемой теоремы модуль подынтег-
ральной функции в (4.5.2) ограничен сверху числом 𝑀 > 0
на каждом замкнутом, ограниченном подмножестве в 𝐺.
Кроме того, из следствия 4.3.1 вытекает, что эта подынтег-
ральная функция удовлетворяет условию Липшица с неко-
торой константой 𝐿 > 0. Тогда, проведя рассуждения анало-
гичные доказательству теоремы 4.3.1, заключаем, что опе-
ратор ̂︀Ψ есть сжимающий в некотором цилиндре
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𝑄𝑟 ≡
{︂

|𝑥− 𝑥0| ≤ 𝛿𝑟 ,
| 𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑟

}︂
⊆ 𝐺 ,

где

𝛿𝑟 =
𝑟

𝑀 + 𝑟𝐿
и коэффициент сжатия 𝛿𝑟𝐿 = 𝑞𝑟 < 1 ,

причем
⟨︀
𝑤(𝑘) − 𝑤* ⟩︀ ≤ (𝑞𝑟)𝑘𝑟 ∀𝑘 = 1, 2, 3, . . .

Из последнего неравенства (по признаку Вейерштрасса) сле-
дует равномерная сходимость последовательности (4.5.3),
что, в свою очередь, исходя из свойств равномерно схо-
дящихся функциональных последовательностей, позволяет
заключить, что 𝑦*(𝑥, 𝑝) является непрерывно дифференци-
руемой функцией от 𝑝 и неподвижной точкой ̂︀Ψ в 𝑄𝑟 . Таким
образом, будет справедливо соотношение

𝜕𝑦*(𝑥, 𝑝)

𝜕𝑝
=

𝑥∫︁
𝑥0

(︃
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦*(𝑢, 𝑝)

𝜕𝑝
+
𝜕𝑓

𝜕𝑝

)︃
𝑑𝑢 ,

продифференцировав по 𝑥 обе части которого, получим при
𝜕𝑦*

𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 0 :

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝑦*

𝜕𝑝
=
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦*

𝜕𝑝
+
𝜕𝑓

𝜕𝑝

Повторяя индуктивно приведенные выше рассуждения для
бо’льших значений 𝑁, приходим к заключению о справед-
ливости утверждения теоремы.

Теорема доказана.

Отметим, что доказательство теоремы 4.5.3 очевидным образом обоб-
щается на случаи 𝑛 > 1 и векторного параметра 𝑝.

Наконец, также будет верной
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Теорема
4.5.4

Если вектор-функция 𝑓 имеет в области 𝐺 непре-
рывные частные производные по всем своим ар-
гументам, то решение задачи Коши �⃗� *(𝑥, 𝑥0, �⃗�0)
(как функция начальных условий) будет непре-
рывно дифференцируемо в некоторой окрестности 𝑥0
по аргументам 𝑥, 𝑥0, �⃗�0.

Доказательство

Сделаем замену переменных: 𝑢 = 𝑥 − 𝑥0 , �⃗� = �⃗� − �⃗�0. Тогда
исходная задача Коши:

�⃗� ′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0 (4.5.4)

примет вид
�⃗� ′ = 𝑓(𝑢+ 𝑥0, �⃗� + �⃗�0) , �⃗�(0) = �⃗�

или
�⃗� ′ = �⃗�(𝑢, �⃗�, 𝑥0, �⃗�0) , �⃗�(0) = �⃗� . (4.5.5)

Таким образом, в формулировке задачи (4.5.5) исходные на-
чальные данные 𝑥0, �⃗�0 превратились в параметры правой
части дифференциального уравнения, а новые начальные
условия стали независимыми от параметров.

В силу условий доказываемой теоремы, для задачи (4.5.5)
оказываются справедливыми утверждения теорем 4.5.2 и
4.5.3 о непрерывной зависимости и дифференцируемости ре-
шения задачи Коши по параметрам. А из равносильности
задач (4.5.5) и (4.5.4) следует, что эти условия будут спра-
ведливы и для исходной задачи (4.5.4).

Теорема доказана.

4.6. Задача Коши для уравнений,
не разрешенных относительно
производной

В § 1.5 были обсуждены методы нахождения общего решения урав-
нений первого порядка, не разрешенных относительно производной, то
есть уравнений вида

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 . (4.6.1)
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Как и раньше, мы будем предполагать, что скалярные функции

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑑) и
𝜕𝐹

𝜕𝑑
вещественны и непрерывны в некоторой непустой об-

ласти 𝐺 ⊆ 𝐸3 .
Задачей Коши для уравнения (4.6.1), согласно определению 1.5.2,

называется задача поиска 𝑦*(𝑥) – частного решения уравнения (4.6.1),
удовлетворяющего условиям

𝑦*(𝑥0) = 𝑦0 ,

𝑦*
′
(𝑥0) = 𝑑0 ,

где 𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑑0) = 0 .
(4.6.2)

Условия однозначной разрешимости задачи Коши (4.6.1) – (4.6.2)
дает

Теорема
4.6.1

Пусть функции 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑑) и
𝜕𝐹

𝜕𝑑
непрерывны в об-

ласти 𝐺 и пусть
𝜕𝐹

𝜕𝑑

⃒⃒⃒⃒
(𝑥0, 𝑦0, 𝑑0)

̸= 0 , тогда найдется

𝛿 > 0 такое, что решение задачи Коши (4.6.1) –
(4.6.2) существует и единственно на интервале
(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).

Доказательство

Согласно известной из курса математического анализа тео-
реме о неявной функции уравнение 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑑) = 0 разрешимо
относительно 𝑑 в форме единственной и непрерывно диффе-
ренцируемой в некоторой окрестности точки ‖𝑥0 𝑦0 ‖T функ-
ции 𝑑 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Это означает, что задача Коши (4.6.1) – (4.6.2) равносильна
задаче Коши вида

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ,
где 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 ,

(4.6.3)

существование и единственность решения которой были до-
казаны в теореме 4.3.1.

Теорема доказана.
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Рассмотрим теперь случай, когда условия теоремы 4.6.1 не выпол-
няются.

Определение
4.6.1

Точка ‖𝑥0 𝑦0 ‖T называется неособой, если сущес-
твует ее окрестность такая, что через эту точку в
данной окрестности проходит интегральная кри-
вая задачи (4.6.3) и притом только одна.

Иначе точка ‖𝑥0 𝑦0 ‖T называется особой.

Решение задачи Коши (4.6.1) – (4.6.2), все точки
которого особые, называется особым решением.

Геометрически данное определение может быть интерпретировано
так: в каждой точке интегральной кривой особого решения ее каса-
ется интегральная кривая другого решения уравнения (4.6.1), то есть,
решения не совпадающего с особым в некоторой окрестности точки ка-
сания. Аналитически для существования особых решений необходимо
нарушение условий теоремы 4.6.1, которое может быть сформулиро-
вано в виде системы уравнений⎧⎨⎩ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑑) = 0 ,

𝜕𝐹

𝜕𝑑
(𝑥, 𝑦, 𝑑) = 0 .

(4.6.4)

Если из этой системы исключить 𝑑, то переменные 𝑥 и 𝑦 будут, вообще
говоря, связаны некоторым соотношением вида 𝐷(𝑥, 𝑦) = 0 .

Определение
4.6.2

Множество точек, координаты которых удовлет-
воряют уравнению 𝐷(𝑥, 𝑦) = 0 , называется дис-
криминантной кривой уравнения (4.6.1).

Из сказанного следует, что интегральная кривая особого реше-
ния обязана быть дискриминантной кривой. Обратное, вообще гово-
ря, неверно, но тем не менее искать особые решения следует среди
дискриминантных кривых. Проиллюстрируем этот факт следующими
задачами.

Задача
4.6.1

Найти дискриминантные кривые и особые решения урав-
нений.
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Решение

Решение
получено.

1∘. 𝑦′
2

= 𝑦. Решив систему (4.6.4)
{︂
𝑑2 − 𝑦 = 0 ,
2𝑑 = 0

по-

лучим дискриминантную кривую вида 𝑦 = 0. Это
– очевидно решение.
При этом исходное уравнение также имеет реше-

ния вида 𝑦 =

(︃
𝑥

2
+ 𝐶

)︃2

. Нетрудно убедиться, что

𝑦 = 0 – особое решение (см. рис. 4.3.)

2∘. 𝑦′
2

= 𝑥. Из системы (4.6.4)
{︂
𝑑2 − 𝑥 = 0 ,
2𝑑 = 0

на-

ходим, что дискриминантная кривая есть 𝑥 = 0.

Данное уравнение имеет решения 𝑦 = ±
2

3
𝑥
√
𝑥+𝐶,

однако дискриминантная кривая 𝑥 = 0 – не реше-
ние уравнения, а геометрическое место точек воз-
врата его интегральных кривых. (См. рис. 4.4.)

3∘. 𝑦′2 − 4𝑦3(1 − 𝑦) = 0. Система (4.6.4) в этом случае
такова: {︂

𝑑2 − 4𝑦3(1 − 𝑦) = 0 ,
2𝑑 = 0 .

Значит, дискриминантная кривая задается урав-
нением 𝑦3(1 − 𝑦) = 0 и состоит из двух ветвей:
𝑦 = 0 и 𝑦 = 1. Легко видеть, что обе они являют-
ся решениями. Проверьте самостоятельно, что ис-
ходное уравнение также имеет решения

𝑦 =
1

1 + (𝑥− 𝐶)2
.

Заметим, что при этом на 𝑦 = 1 единственность
нарушается, а на 𝑦 = 0 не нарушается. Значит,
𝑦 = 0 – неособое решение. Наконец, поскольку 𝑦 =
1 есть касательная к нелинейным интегральным
кривым, делаем заключение, что 𝑦 = 1 – особое
решение. (См. рис. 4.5.)

В общем случае для выделения особого решения уравнения (4.6.1)
следует
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1∘ найти общее решение уравнения (4.6.1) ;

2∘ найти дискриминантные кривые уравнения (4.6.1), которые
являются частными решениями этого уравнения ;

3∘ проверить выполнение определения особого решения для дис-
криминантных кривых, являющихся частными решениями
уравнения (4.6.1).

Более конкретно, последовательность шагов исследования в п. 3∘
следующая. Пусть 𝑦(𝑥,𝐶) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] есть однопараметрическое мно-
жество частных решений уравнения (4.6.1), а 𝑦+(𝑥) – частное решение
этого уравнение, которое подозревается в том, что оно особое. Решение
𝑦+(𝑥) будет особым, если ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] у переопределенной системы⎧⎨⎩ 𝑦(𝑥,𝐶) = 𝑦+(𝑥) ,

𝜕𝑦(𝑥,𝐶)

𝜕𝑥
=

𝑑 𝑦+(𝑥)

𝑑 𝑥

(4.6.5)

найдется хотя бы одно решение 𝐶 = 𝐶(𝑥).

Проиллюстрируем применение описанной схемы для конкретной
задачи. Методы поиска частных решений уравнений, не разрешенных
относительно производной, нами рассматривались в § 1.5; здесь же мы
воспользуемся (в упрощенном варианте) ранее полученным решением
задачи 1.5.1.

Задача
4.6.2

Найти особые решения уравнения

𝑥𝑦′ − 𝑦 =
𝑦′

2
ln
𝑦′

2
.

Решение 1∘. Общее решение данного уравнения найдем методом
введения параметра (см § 1.5, задача 1.5.1) :⎡⎣ 𝑦(𝑥,𝐶) = 𝐶𝑥−

𝐶

2
ln
𝐶

2
∀𝐶 > 0 ,

𝑦(𝑥) = 𝑒2𝑥−1 .
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Рис. 4.3. Интегральные кривые задачи 4.6.1 (1∘)

Рис. 4.4. Интегральные кривые задачи 4.6.1 (2∘)
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Рис. 4.5. Интегральные кривые задачи 4.6.1 (3∘)

2∘. Составим систему (4.6.4) для определения вида линии
𝐷(𝑥, 𝑦) = 0 – дискриминантной кривой:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥𝑑− 𝑦 −
𝑑

2
ln
𝑑

2
= 0 ,

𝑥−
1

2
ln
𝑑

2
−

1

2
= 0 .

Ее решением будет функция 𝑦 = 𝑒2𝑥−1 , которая, очевид-
но, есть частное решение исходного уравнения. Таким об-
разом,

𝑦(𝑥,𝐶) = 𝐶𝑥−
𝐶

2
ln
𝐶

2
,

𝑦+(𝑥) = 𝑒2𝑥−1 .

3∘. Наконец, для проверки выполнения определения осо-
бого решения, составим систему (4.6.5):
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Решение
получено.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶𝑥−

𝐶

2
ln
𝐶

2
= 𝑒2𝑥−1 ,

𝐶 = 2𝑒2𝑥−1 .

Она совместна ∀𝐶 > 0 , причем ее решение есть функция
𝐶(𝑥) = 2𝑒2𝑥−1 . Это и означает, что 𝑦+(𝑥) = 𝑒2𝑥−1 — осо-
бое решение исходного уравнения. Вид соответствующих
интегральных кривых показан на рис. 4.6.

Рис. 4.6. Интегральные кривые задачи 4.6.2
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4.7. Существование и единственность
решения задачи Коши
в линейном и квазилинейном случаях

Пусть матрица ‖𝐴(𝑥) ‖ и вектор-функция ‖ 𝑏(𝑥) ‖ непрерывны для
любого 𝑥 ∈ (𝛼, 𝛽). Рассмотрим следующую задачу Коши для системы
линейных дифференциальных уравнений:

‖�⃗� ′‖ = ‖𝐴(𝑥) ‖‖ �⃗� ‖ + ‖ 𝑏(𝑥) ‖ , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0 , (4.7.1)

а также тесно с ней связанную задачу Коши вида

‖�⃗� ′‖ = ‖ 𝑓(𝑥, �⃗�) ‖ , �⃗�(𝑥0) = �⃗�0 (4.7.2)

для квазилинейного случая, когда правая часть в (4.7.2) определена
∀𝑥 ∈ 𝑅 и может расти при ⟨�⃗�⟩ → +∞ не быстрее линейной функции.

Последнее условие формально означает, что lim
<�⃗�>→+∞

⟨
𝑓(𝑥, �⃗�)

⟩
⟨ �⃗� ⟩

= 0 .

Например,
⟨
𝑓
⟩
∼ 𝑘
√︀
⟨ �⃗�⟩, 𝑘 > 1 или

⟨
𝑓
⟩
∼ ln ⟨�⃗�⟩.

Рассмотрим вначале задачу (4.7.2). Имеет место

Теорема
4.7.1

Пусть вектор-функция 𝑓(𝑥, �⃗�) непрерывна в непу-
стой области 𝐺 ⊆ 𝐸𝑛+1 : {𝑥 ∈ (𝛼, 𝛽) , �⃗� ∈ 𝐸𝑛}, а так-
же квазилинейна в 𝐺.
И пусть 𝑓(𝑥, �⃗�) в любой замкнутой области

𝑄 : {𝑥 ∈ [𝛼0, 𝛽0] ⊂ (𝛼, 𝛽) , �⃗� ∈ 𝐸𝑛}

удовлетворяет неравенству
⟨
𝑓(𝑥, �⃗�)

⟩
≤ 𝑀 и усло-

вию Липшица с константой Липшица, равной 𝐿.

Тогда ∀
⃦⃦⃦⃦
𝑥0
�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 на всем интервале (𝛼, 𝛽) задача

Коши (4.7.2) имеет единственное решение.

Доказательство

Пусть 𝑥0 ∈ [𝛼0, 𝛽0] . По условию теоремы существует такое
число 𝐿 > 0 , что на множестве 𝑄 справедлива оценка
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< 𝑓(𝑥, �⃗�) − 𝑓(𝑥, �⃗�) > ≤ 𝐿 · < �⃗� − �⃗� > .

Выберем некоторое фиксированное число

𝛿 =
𝑟

𝑀 + 𝐿𝑟
=

1

(𝑀/𝑟) + 𝐿
∈

(︃
0 ,

1

𝐿

)︃
.

Оператор

̂︀Φ�⃗� = �⃗�0 +

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 ,

для которого на [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿] верна оценка

< ̂︀Φ�⃗� − ̂︀Φ�⃗� > ≤ 𝐿𝛿 < �⃗� − �⃗� > ,

сжимающий, поскольку в силу выбора 𝛿 имеем 𝐿𝛿 < 1 . То-
гда, согласно теореме 4.3.1, решение задачи Коши существу-
ет на [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿] и единственно.
Построим теперь продолжение полученного решения на от-
резок [𝑥0, 𝑥0 + 2𝛿] при помощи интегрального уравнения

�⃗�(𝑥) = �⃗�(𝑥0 + 𝛿) +

𝑥∫︁
𝑥0+𝛿

𝑓(𝑢, �⃗�(𝑢)) 𝑑𝑢 ,

правую часть которого мы опять-таки рассматриваем как
сжимающий оператор, но уже на отрезке [𝑥0 + 𝛿, 𝑥0 + 2𝛿] .

Заметим, что стыковка решений задач Коши на отрезках
[𝑥0, 𝑥0 + 𝛿] и [𝑥0 + 𝛿, 𝑥0 + 2𝛿] гладкая. Действительно, в силу
непрерывности 𝑓(𝑥, �⃗�) и уравнения �⃗�′ = 𝑓(𝑥, �⃗�) будет непре-
рывной также и вектор-функция �⃗� ′. Таким образом, реше-
ние задачи Коши продолжено вперед на величину 𝛿.
Нетрудно видеть, что процедура продолжения вперед,
вплоть до границы множества 𝑄, может иметь лишь конеч-
ное число шагов 𝑁, поскольку величины 𝛿 и 𝛽0 конечные.
Здесь 𝑁 – минимальное натуральное число, удовлетворяю-
щее неравенству

𝑥0 +𝑁𝛿 ≥ 𝛽0 .

Аналогично обстоит дело и с продолжением решения задачи
Коши назад.
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В итоге получаем, что решение задачи Коши существует и
единственно на всем отрезке [𝛼0, 𝛽0], а поскольку этот от-
резок, содержащийся в интервале (𝛼, 𝛽), произвольный, то
мы приходим к заключению о справедливости утверждения
теоремы.

Теорема доказана.

Следствие
4.7.1

Пусть матрица ‖𝐴(𝑥) ‖ и вектор-функция ‖ 𝑏(𝑥) ‖

непрерывны ∀𝑥 ∈ (𝛼, 𝛽). Тогда ∀
⃦⃦⃦⃦
𝑥0
�⃗�0

⃦⃦⃦⃦
∈ 𝐺 на всем

интервале (𝛼, 𝛽) задача Коши (4.7.1) имеет реше-
ние и притом единственное.

Доказательство

Если взять
𝐿 = max

𝑥∈[𝛼0,𝛽0]
max

𝑖,𝑗=[1,𝑛]
|𝛼𝑖𝑗(𝑥) | ,

то для задачи (4.7.1) будут удовлетворены все условия теоре-
мы 4.7.1, в силу чего утверждение следствия является спра-
ведливым.

Следствие доказано.

В заключение следует отметить, что в отличие от теоремы 4.3.1
(Коши), устанавливающей существование и единственность решения
задачи Коши лишь локально, теорема 4.7.1 имеет глобальный характер.
Кроме того, нетрудно проверить, что итерационная процедура

�⃗�(𝑘)(𝑥) = ̂︀Φ�⃗�(𝑘−1)(𝑥) , 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

для квазилинейных и линейных задач сходится из любой начальной
точки множества 𝐺, в то время как в общем случае, сходимость га-
рантируется лишь для начальных приближений, достаточно близких
к точному решению задачи Коши.

Поясним это следующим примером: рассмотрим задачи Коши с на-
чальными условиями 𝑦(0) = 1 и 𝑧(0) = 0 для систем⎧⎨⎩ 𝑦′ = 𝑧 ,

𝑧′ =
𝑦

𝑥− 1
+ sin𝑥

и

⎧⎨⎩ 𝑦′ = 𝑧 ,

𝑧′ =
𝑦

𝑥− 1
+ sin 𝑦 .

167



Решение задачи Коши для первой (линейной) системы существует и
единственно (причем непродолжимое) на всем интервале 𝑥 ∈ (−∞, 1),
в то время как для второй (нелинейной) системы можно утверждать,
что решение задачи Коши существует и единственно лишь на некото-
ром интервале (𝛼, 𝛽) ⊂ (−∞, 1), содержащем точку 𝑥 = 0.
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Глава 5

Системы линейных
дифференциальных
уравнений с переменными
коэффициентами

Изучение линейных дифференциальных уравнений и систем та-
ких уравнений традиционно выделяется в отдельное направление, по-
скольку эти уравнения и системы обладают рядом специфических
особенностей, к которым в первую очередь следует отнести возмож-
ность выражения их общего решения через конечный набор некоторых
частных решений.

5.1. Нормальные линейные системы
с переменными коэффициентами

Определение
5.1.1

Нормальной линейной системой дифферен-
циальных уравнений с переменными коэффи-
циентами порядка 𝑛 ≥ 2 называется система
уравнений вида
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Определение
5.1.1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1(𝑡) = 𝑎11(𝑡)𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏1(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑎21(𝑡)𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎2𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏2(𝑡),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�̇�𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1(𝑡)𝑥1(𝑡) + . . .+ 𝑎𝑛𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏𝑛(𝑡),
(5.1.1)

где 𝑡 ∈ Ω – вещественный аргумент, комплекс-
нозначные 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘 = [1, 𝑛] , неизвестные функ-
ции, а 𝑏𝑘(𝑡), 𝑘 = [1, 𝑛] , заданные, непрерывные
на Ω функции, называемые свободными члена-
ми. Комплекснозначные функции 𝑎𝑖𝑗(𝑡) заданы
и непрерывны на Ω ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛].

Пусть

‖𝐴(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑎11(𝑡) 𝑎12(𝑡) . . . 𝑎1𝑛(𝑡)
𝑎21(𝑡) 𝑎22(𝑡) . . . 𝑎2𝑛(𝑡)
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1(𝑡) 𝑎𝑛2(𝑡) . . . 𝑎𝑛𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

‖�⃗�(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , ‖⃗𝑏(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑏1(𝑡)
𝑏2(𝑡)
. . .
𝑏𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

тогда систему уравнений (5.1.1) можно записать в так называемом
неразвернутом виде:

�̇�𝑖(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖(𝑡) ∀𝑖 = [1, 𝑛] ,

или же в еще более компактной матричной форме:

‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ + ‖⃗𝑏(𝑡)‖ . (5.1.2)

Предварительно также отметим, что для случая вещественной
матричной функции ‖𝐴(𝑡)‖ справедлива
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Лемма
5.1.1

Пусть матрица ‖𝐴(𝑥) ‖ вещественная, тогда

1∘. Re �⃗� – вещественная и Im �⃗� – мнимая части
�⃗�(𝑡) – решения однородной системы (5.1.2)
‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖, также являются реше-
ниями этой системы.

2∘. Re �⃗� – вещественная и Im �⃗� – мнимая ча-
сти �⃗�(𝑡) – решения неоднородной системы
(5.1.2) ‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖+‖⃗𝑏(𝑡)‖, являются
решениями неоднородных систем:

‖Re ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖Re �⃗�(𝑡)‖ + ‖Re �⃗�(𝑡)‖ и

‖Im ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖Im �⃗�(𝑡)‖ + ‖Im �⃗�(𝑡)‖

соответственно.

3∘. Верно утверждение, обратное утвержде-
нию 2∘.

Доказательство

Доказательство следует из линейности операции дифферен-
цирования, распределительного свойства умножения мат-
риц и условия равенства комплексных чисел.

Лемма доказана.

Рассмотрим теперь основные свойства нормальных систем линей-
ных дифференциальных уравнений.

Если записать равенство (5.1.2) в виде

‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ − ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ = ‖⃗𝑏(𝑡)‖ или

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑑𝑑𝑡− ‖𝐴(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦ ‖�⃗�(𝑡)‖ = ‖⃗𝑏(𝑡)‖ ,

то его можно рассматривать как определение дифференциального опе-
ратора ̂︀𝐿, действующего в линейном пространстве непрерывно диф-
ференцируемых вектор-функций �⃗�(𝑡), 𝑡 ∈ Ω , образы которых при-
надлежат линейному пространству непрерывных вектор-функций �⃗�(𝑡).
Иначе говоря, в операторной форме

̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗�(𝑡) , где ̂︀𝐿 =
𝑑

𝑑𝑡
− ‖𝐴(𝑡)‖ .
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В рассматриваемом случае для любых непрерывно дифференци-
руемых вектор-функций �⃗�(𝑡) и �⃗�(𝑡), а также любого числа 𝜆, очевидно
выполняются равенства

̂︀𝐿(︀�⃗�(𝑡) + �⃗�(𝑡)
)︀

= ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) + ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) , ̂︀𝐿(︀𝜆�⃗�(𝑡)
)︀

= 𝜆̂︀𝐿�⃗�(𝑡) ,

из которых следует, что ̂︀𝐿 есть отображение и притом линейное.

Имеет место

Лемма
5.1.2

Справедливы следующие утверждения.

1∘. Любая линейная комбинация частных ре-
шений однородной системы уравнений
также является ее частным решением.

2∘. Сумма частного решения неоднородной си-
стемы уравнений и частного решения одно-
родной системы есть частное решение неод-
нородной системы уравнения.

3∘. Разность двух частных решений неоднород-
ной системы уравнений есть частное реше-
ние однородной системы.

Доказательство

Пусть �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) – частные решения однород-
ного уравнения ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗� , тогда справедливость утвержде-
ния 1∘ следует из равенства

̂︀𝐿(︃ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖�⃗�(𝑖)(𝑡)

)︃
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖̂︀𝐿�⃗�(𝑖)(𝑡)
для любых чисел {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚} .

Утверждения 2∘ и 3∘ проверяются непосредственно. Дей-
ствительно, пусть �⃗�(𝑡) – частное решение однородной си-
стемы уравнений ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗� , а �⃗�(𝑡), �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡) – частные
решения неоднородной системы ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗�(𝑡) .
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Тогда

̂︀𝐿(︀�⃗�(𝑡) + �⃗�(𝑡)
)︀

= ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) + ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗�+ �⃗�(𝑡) = �⃗�(𝑡) и

̂︀𝐿(︀�⃗�(1)(𝑡) − �⃗�(2)(𝑡)
)︀

= ̂︀𝐿�⃗�(1)(𝑡) − ̂︀𝐿�⃗�(2)(𝑡) = �⃗�(𝑡) − �⃗�(𝑡) = �⃗� .

Лемма доказана.

Убедимся теперь, что справедлива

Теорема
5.1.1

Общее решение неоднородной системы диффе-
ренциальных уравнений ̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗�(𝑡) есть сум-
ма любого частного решения этой неоднородной
системы и общего решения однородной системы̂︀𝐿�⃗�(𝑡) = �⃗� .

Доказательство

Предварительно еще раз отметим, что здесь термин «об-
щее решение системы дифференциальных уравнений» обо-
значает лишь совокупность всех тех (и только тех!) вектор-
функций, которые являются частными решениями данной
системы, а не метод(ы) их нахождения.

По условию теоремы множество Частн. реш. неоднор. со-
стоит из одной конкретной вектор-функции �⃗�(𝑡) , которая
является частным решением неоднородной системы, а мно-
жество Общ. реш. однор. содержит все вектор-функции
– частные решения однородной системы. Тогда, в силу п. 2∘
леммы 5.1.2, множество

Частн. реш. неоднор. + Общ. реш. однор.

состоит только из вектор-функций, являющихся частными
решениями неоднородной системы.
Покажем, что это множество содержит все частные реше-
ния неоднородной системы. Действительно, вектор-функция
�⃗�(𝑡)− �⃗�(𝑡) , где �⃗�(𝑡) – некоторое произвольное частное реше-
ние неоднородной системы, обязательно (по условию теоре-
мы и в силу п. 3∘ леммы 5.1.2) содержится во множестве

Общ. реш. однор. .
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То есть �⃗�(𝑡) − �⃗�(𝑡) ∈ Общ. реш. однор. , но тогда

�⃗�(𝑡) ∈ �⃗�(𝑡) + Общ. реш. однор. ,

что и является утверждением теоремы.

Теорема доказана.

Введем теперь понятия линейной зависимости и линейной незави-
симости для вектор-функций.

Определение
5.1.2

Вектор-функции �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) назы-
ваются линейно зависимыми на множестве Ω,
если существуют не равные нулю одновременно
числа 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑚 такие, что

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖�⃗�(𝑖)(𝑡) = �⃗� ∀𝑡 ∈ Ω. (5.1.3)

Определение
5.1.3

Вектор-функции �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) назы-
ваются линейно независимыми на множестве Ω,
если из условия

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖�⃗�(𝑖)(𝑡) = �⃗� ∀𝑡 ∈ Ω

следует, что 𝜆1 = 𝜆2 = . . . = 𝜆𝑚 = 0 .

Следует обратить внимание на то, что понятие линейной зависимос-
ти вектор-функций { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) } на некотором множе-
стве 𝑡 ∈ Ω отличается от понятия линейной зависимости векторов,
используемого в линейной алгебре.

Задача
5.1.1

Будут ли линейно зависимыми на 𝑅 вектор-функции

‖�⃗�(1)(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
и ‖�⃗�(2)(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑡
𝑡

⃦⃦⃦⃦
?
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Решение

Решение
получено.

Алгебраические векторы
⃦⃦⃦⃦

1
1

⃦⃦⃦⃦
и
⃦⃦⃦⃦
𝑡
𝑡

⃦⃦⃦⃦
, очевидно, ли-

нейно зависимы при любом фиксированном 𝑡 ∈

(−∞,+∞), поскольку 𝑡
⃦⃦⃦⃦

1
1

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
𝑡
𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Однако, как вектор-функции, они линейно независи-
мы, поскольку из

𝜆1

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+ 𝜆2

⃦⃦⃦⃦
𝑡
𝑡

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
∀𝑡

(например, при 𝑡 = 1 и 𝑡 = 2) следует, что 𝜆1 и 𝜆2 удовле-
творяют системе уравнений{︂

𝜆1 + 𝜆2 = 0 ,
𝜆1 + 2𝜆2 = 0 ,

имеющей единственное (согласно теореме Крамера) ре-
шение 𝜆1 = 𝜆2 = 0 .

Полезным инструментом, позволяющим делать заключения о ли-
нейной зависимости или линейной независимости системы вектор-
функций, служит определитель специального вида, называемый опре-
делителем Вронского.

Определение
5.1.4

Детерминантом Вронского (или вронски-
аном) набора 𝑚-мерных вектор-функций
{ �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) } называется опре-
делитель квадратной матрицы 𝑚-го порядка,
столбцы которого суть координатные представ-
ления этих вектор-функций:

𝑊 (𝑡) = det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(1) 𝑥1(2) . . . 𝑥1(𝑚)

𝑥2(1) 𝑥2(2) . . . 𝑥2(𝑚)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑥𝑚(1) 𝑥𝑚(2) . . . 𝑥𝑚(𝑚)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

(5.1.4)

Напомним, что, как и раньше, нижний индекс в круглых скобках
является номером вектор-функции в этом наборе, а нижний индекс
без скобок – номером координаты.
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Будет иметь место

Лемма
5.1.3

Пусть 𝑊 (𝑡) – вронскиан системы вектор-функций
�⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡), 𝑡 ∈ Ω . Тогда справедли-
вы следующие утверждения.

1∘. Если �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) линейно зави-
симы на множестве Ω, то 𝑊 (𝑡) ≡ 0 на Ω .

2∘. Если 𝑊 (𝑡) ̸≡ 0 на множестве Ω (то есть
∃𝑡0 ∈ Ω : 𝑊 (𝑡0) ̸= 0 ) , то вектор-функции
�⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑚)(𝑡) линейно независи-
мы на Ω .

Доказательство

Справедливость леммы следует из того, что столбцы квад-
ратной матрицы линейно зависимы тогда и только тогда,
когда детерминант этой матрицы равен нулю.

Лемма доказана.

Утверждения, обратные утверждениям леммы 5.1.3, неверны. Убе-
дитесь в этом, рассмотрев в качестве примера вектор-функции, ука-
занные в условии задачи 5.1.1.

Теорема
5.1.2

Пусть вектор-функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) }
являются решениями однородной системы урав-
нений ‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ с непрерывной матрицей
‖𝐴(𝑡)‖ ∀𝑡 ∈ Ω .
Тогда для их линейной зависимости необходимо
и достаточно, чтобы их вронскиан 𝑊 (𝑡) ≡ 0 на Ω .

Для линейной независимости этих решений необ-
ходимо и достаточно, чтобы ∀𝑡0 ∈ Ω : 𝑊 (𝑡0) ̸= 0 .

Доказательство

Необходимость вытекает из п. 1∘, 2∘ леммы 5.1.3.

Докажем достаточность. Если 𝑊 (𝑡) ≡ 0 на Ω , то ∃𝑡0 ∈ Ω
такое, что 𝑊 (𝑡0) = 0 . Для этого 𝑡0 столбцы вронскиана ли-
нейно зависимы, и потому существуют не равные нулю од-
новременно константы 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛 такие, что

176



𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘�⃗�(𝑘)(𝑡0) = �⃗� .

Используем эти константы, чтобы построить новую вектор-
функцию

�⃗� *(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘�⃗�(𝑘)(𝑡) . (5.1.5)

Она, в силу леммы 5.1.2, есть решение задачи Коши для
системы уравнений ‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ с начальным усло-
вием �⃗� *(𝑡0) = �⃗�.

С другой стороны, функция �⃗�(𝑡) ≡ �⃗�(𝑡) есть решение за-
дачи Коши для уравнения ‖ ˙⃗𝑧(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ с �⃗�(𝑡0) = �⃗�.
И в силу теоремы 4.3.1, применимой здесь, поскольку ‖𝐴(𝑡)‖
непрерывна,

�⃗� *(𝑡) = �⃗�(𝑡) ≡ �⃗�(𝑡) ,

то есть вектор-функция (5.1.5) оказывается равной нулевой
вектор-функции, а решения { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } ли-
нейно зависимыми.

Теорема доказана.

Отметим, что если вектор-функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } не
являются решениями однородной системы дифференциальных урав-
нений ‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖, то утверждение теоремы 5.1.2 н верно.

Проверьте самостоятельно, что, например, вектор-функции

‖�⃗�(1)(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
и ‖�⃗�(2)(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑡
𝑡

⃦⃦⃦⃦
,

не могут являться решениями никакой системы дифференциальных
уравнений вида {︂

�̇�1 = 𝛼11(𝑡)𝑥1 + 𝛼12(𝑡)𝑥2 ,
�̇�2 = 𝛼21(𝑡)𝑥1 + 𝛼22(𝑡)𝑥2 ,

хотя они линейно независимые вектор-функции.
Из теоремы 5.1.2 также следует, что в случае, когда вектор–

функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } суть решения однородной систе-
мы ‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ , для их вронскиана 𝑊 (𝑡) нет точек 𝑡1 ∈ Ω и
𝑡2 ∈ Ω ( 𝑡1 ̸= 𝑡2 ), в которых 𝑊 (𝑡1) = 0, а 𝑊 (𝑡2) ̸= 0.

Непрерывность матрицы ‖𝐴(𝑡)‖ в условии теоремы также суще-
ственна, поскольку именно она гарантирует существование и един-
ственность решения задачи Коши. Иначе говоря, в том случае, когда
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вектор-функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } хотя и являются решени-
ями однородной системы дифференциальных уравнений, но матрица
‖𝐴(𝑡)‖ не непрерывна, утверждение теоремы 5.1.2 может оказаться
неверным.

5.2. Построение общего решения
линейной системы
с переменными коэффициентами

Рассмотрим теперь вопрос о построении формулы, описывающей
общее решение системы дифференциальных уравнений вида (5.1.1).
Вначале дадим

Определение
5.2.1

Фундаментальным набором решений называет-
ся совокупность 𝑛 любых линейно независимых
частных решений однородной системы уравнений

‖ ˙⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ . (5.2.1)

Лемма
5.2.1

Фундаментальные наборы для систем (5.2.1) с
непрерывной матрицей ‖𝐴(𝑡)‖ существуют.

Доказательство

В справедливости утверждения леммы убедимся непосред-
ственным построением.

Во-первых, при некотором значении 𝑡0 ∈ Ω выберем 𝑛 ли-
нейно независимых 𝑛-мерных векторов { �⃗�0(1), �⃗�

0
(2), . . . , �⃗�

0
(𝑛) }.

Далее, пусть { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } суть решения задач
Коши вида

‖ ˙⃗𝑥(𝑘)(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑘)(𝑡)‖ , �⃗�(𝑘)(𝑡0) = �⃗�0(𝑘) .
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Эти решения – вектор-функции �⃗�(𝑘)(𝑡), существуют и един-
ственны.

Они линейно независимые, поскольку их значения при 𝑡 = 𝑡0
— линейно независимые векторы, и равенство

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘�⃗�(𝑘)(𝑡) = �⃗�(𝑡) ∀𝑡 ∈ Ω

возможно лишь при 𝜆1 = 𝜆2 = . . . = 𝜆𝑛 = 0 .

Лемма доказана.

Формулу для общего решения однородной системы дифферен-
циальных уравнений вида (5.2.1) описывает

Теорема
5.2.1

Пусть вектор-функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) }
являются линейно независимыми частными ре-
шениями однородной системы уравнений (5.2.1)
с непрерывной матрицей ‖𝐴(𝑡)‖ ∀𝑡 ∈ Ω , тогда общее
решение этой системы имеет вид

�⃗�(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘�⃗�(𝑘)(𝑡) , (5.2.2)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные
постоянные.

Доказательство

Из п. 1∘ леммы 5.1.2 следует, что каждая линейная ком-
бинация вида (5.2.2) является частным решением системы
уравнений (5.2.1).

Покажем теперь, что любое решение этой системы может
быть представлено в виде формулы (5.2.2).

Пусть �⃗�(0)(𝑡) – какое-то решение системы (5.2.1). Выберем
𝑡0 ∈ Ω , при котором 𝑊 (𝑡) – вронскиан линейно независимой
системы решений { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } – отличен от

нуля, и рассмотрим равенство �⃗�(0)(𝑡0) =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶*
𝑘 �⃗�(𝑘)(𝑡0) .
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Развернутая (координатная) форма этого равенства может
быть записана как система 𝑛 линейных уравнений с 𝑛 неиз-
вестными 𝐶*

1 , 𝐶
*
2 , . . . , 𝐶

*
𝑛 :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐶*
1𝑥1(1)(𝑡0) + 𝐶*

2𝑥1(2)(𝑡0) + . . .+ 𝐶*
𝑛𝑥1(𝑛)(𝑡0) = 𝑥1(0)(𝑡0) ,

𝐶*
1𝑥2(1)(𝑡0) + 𝐶*

2𝑥2(2)(𝑡0) + . . .+ 𝐶*
𝑛𝑥2(𝑛)(𝑡0) = 𝑥2(0)(𝑡0) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐶*

1𝑥𝑛(1)(𝑡0) + 𝐶*
2𝑥𝑛(2)(𝑡0) + . . .+ 𝐶*

𝑛𝑥𝑛(𝑛)(𝑡0) = 𝑥𝑛(0)(𝑡0) .

Определитель основной матрицы этой системы

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(1)(𝑡0) 𝑥1(2)(𝑡0) . . . 𝑥1(𝑛)(𝑡0)
𝑥2(1)(𝑡0) 𝑥2(2)(𝑡0) . . . 𝑥2(𝑛)(𝑡0)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛(1)(𝑡0) 𝑥𝑛(2)(𝑡0) . . . 𝑥𝑛(𝑛)(𝑡0)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = 𝑊 (𝑡0) ̸= 0 .

Тогда, согласно теореме Крамера, значения неизвестных —
констант 𝐶*

1 , 𝐶
*
2 , . . . , 𝐶

*
𝑛 — существуют и определяются од-

нозначно.
В этом случае вектор-функция �⃗�*(𝑡) =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝐶*
𝑘 �⃗�(𝑘)(𝑡) есть

решение задачи Коши для системы (5.2.1) с начальным усло-
вием �⃗�*(𝑡0) = �⃗�(0)(𝑡0). Равно как и вектор-функция �⃗�(0)(𝑡)
является (по построению) решением этой же задачи Коши.

При 𝑡 = 𝑡0 �⃗�(0)(𝑡0) = �⃗�*(𝑡0) =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐶*
𝑘 �⃗�(𝑘)(𝑡0) , значит, по

теореме единственности они должны совпадать ∀𝑡 ∈ Ω . Та-
ким образом, получаем, что любое решение системы (5.2.1)
представимо в виде (5.2.2).

Теорема доказана.

Альтернативную формулировку доказанной теореме дает

Следствие
5.2.1

Множество всех решений однородной системы
линейных дифференциальных уравнений (5.2.1)
является 𝑛-мерным линейным пространством,
базисом в котором может служить любой фун-
даментальный набор ее решений.

В вычислительной практике достаточно часто используют другую
форму записи общего решения, основой которой служит
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Определение
5.2.2

Фундаментальной матрицей однородной систе-
мы дифференциальных уравнений (5.2.1) назы-
вается квадратная матрица порядка 𝑛, столб-
цы которой суть координатные представления
вектор-функций, образующих фундаментальный
набор решений.

Пусть вектор-функции { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) ∀𝑡 ∈ Ω } образуют
фундаментальный набор решений. Тогда во введенных выше обозна-
чениях фундаментальная матрица имеет вид

‖𝑋(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(1)(𝑡) 𝑥1(2)(𝑡) . . . 𝑥1(𝑛)(𝑡)
𝑥2(1)(𝑡) 𝑥2(2)(𝑡) . . . 𝑥2(𝑛)(𝑡)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛(1)(𝑡) 𝑥𝑛(2)(𝑡) . . . 𝑥𝑛(𝑛)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

а общее решение однородной системы (5.2.1) может быть представлено
в форме

‖�⃗�(𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖‖�⃗�‖ ,
где ‖�⃗�‖ = ‖𝐶1 𝐶2 . . . 𝐶𝑛 ‖T – комплекснозначный вектор-столбец про-
извольных констант в записи решения.

Отметим, что фундаментальная матрица не есть тождественно
вырожденная на Ω, поскольку ее детерминант является вронскианом
линейно независимого набора решений системы (5.2.1) и, следователь-
но, 𝑊 (𝑡) ̸≡ 0 на Ω .

В качестве упражнения самостоятельно покажите, что также спра-
ведлива

Теорема
5.2.2

Если ‖𝑋(𝑡)‖ фундаментальная матрица системы
(5.2.1), то

1∘. Матрица ‖𝑌 (𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖ ‖𝑆‖ , где ‖𝑆‖ –
произвольная квадратная невырожденная
матрица порядка 𝑛, также фундаменталь-
ная матрица этой системы.

2∘. Для двух любых фундаментальных мат-
риц ‖𝑋(𝑡)‖ и ‖𝑌 (𝑡)‖ системы (5.2.1) суще-
ствует, и притом единственная, квадрат-
ная невырожденная матрица ‖𝑆‖ такая,
что ‖𝑌 (𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖ ‖𝑆‖ .
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Универсального способа построения фундаментального набора ре-
шений для (5.2.1), к сожалению, до сих пор не найдено. Однако име-
ется возможность вычисления частных решений этой однородной си-
стемы уравнений по другим найденным ранее ее частным решениям.

Вначале дадим

Определение
5.2.3

Функция Sp‖𝐴(𝑡)‖ =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝛼𝑘𝑘(𝑡) называется сле-

дом 1 квадратной матрицы ‖𝐴(𝑡)‖ порядка 𝑛 .

Для этого понятия оказывается справедливой

Лемма
5.2.2

Пусть квадратная матрица ‖𝑄(𝑡)‖ в точке 𝑡 = 𝑡0
невырождена и дифференцируема. Тогда в этой
точке

d́et‖𝑄(𝑡)‖
det ‖𝑄(𝑡)‖

= Sp
(︁
‖�́�(𝑡)‖ · ‖𝑄(𝑡)‖−1

)︁
.

Доказательство

Из формулы Тейлора следует, что

‖𝑄(𝑡0 + ∆)‖ = ‖𝑄(𝑡0)‖ + ‖�́�(𝑡0)‖∆ + ‖o(∆)‖ при ∆ → 0 .

Тогда

det ‖𝑄(𝑡0 + ∆)‖ = det
[︁
‖𝑄(𝑡0)‖ + ‖�́�(𝑡0)‖∆ + ‖o(∆)‖

]︁
=

= det ‖𝑄(𝑡0)‖ · det
[︁
‖𝐸‖ + ‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1∆ + ‖o(∆)‖

]︁
.

(5.2.3)

Теперь покажем, что при ∆ → 0 :

det
[︁
‖𝐸‖ + ‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1∆ + ‖o(∆)‖

]︁
=

= 1 + Sp
(︁
‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1

)︁
∆ + o(∆) . (5.2.4)

1От die Spur – след (нем.).

182



Действительно,

det
[︁
‖𝐸‖ + ‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1∆ + ‖o(∆)‖

]︁
=

= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 1 + 𝛽11∆ + o 𝛽12∆ + o . . . 𝛽1𝑛∆ + o

𝛽21∆ + o 1 + 𝛽22∆ + o . . . 𝛽2𝑛∆ + o
. . . . . . . . . . . .

𝛽𝑛1∆ + o 𝛽𝑛2∆ + o . . . 1 + 𝛽𝑛𝑛∆ + o

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где 𝛽𝑖𝑗 =
(︁
‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1

)︁
𝑖𝑗

∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] .

Из курса линейной алгебры известно, что детерминант квад-
ратной матрицы представляется как сумма 𝑛! слагаемых,
каждое из которых есть произведение 𝑛 различных элемен-
тов этой матрицы, взятых по одному из каждой строки и
каждого столбца. Значит (в рассматриваемом случае), толь-
ко произведение элементов матрицы, стоящих на главной
диагонали, есть величина порядка O(1), а не O(∆) или мень-
шего.

По той же причине члены порядка малости ∆ могут содер-
жаться только в произведении элементов, стоящих на глав-
ной диагонали, которое равно(︀
1 + 𝛽11∆ + o(∆)

)︀(︀
1 + 𝛽22∆ + o(∆)

)︀
. . .
(︀
1 + 𝛽𝑛𝑛∆ + o(∆)

)︀
=

= 1+∆

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑘 +o(∆) = 1+∆ ·Sp
(︁
‖�́�(𝑡)‖ · ‖𝑄(𝑡)‖−1

)︁
+o(∆) ,

что и доказывает равенство (5.2.4).

С его помощью равенство (5.2.3) может быть записано в виде

det ‖𝑄(𝑡0 + ∆)‖ − det ‖𝑄(𝑡0)‖
∆

=

= det ‖𝑄(𝑡0)‖ · Sp
(︁
‖�́�(𝑡0)‖ · ‖𝑄(𝑡0)‖−1

)︁
+

o(∆)

∆
,

перейдя в котором к пределу при ∆ → 0 , получим при 𝑡0 = 𝑡

d́et‖𝑄(𝑡)‖
det ‖𝑄(𝑡)‖

= Sp
(︁
‖�́�(𝑡)‖ · ‖𝑄(𝑡)‖−1

)︁
.

Лемма доказана.
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Рассмотрим снова однородную систему линейных дифференциаль-
ных уравнений (5.2.1):

‖´⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ .

Как и раньше, будем предполагать, что матрица ‖𝐴(𝑡)‖ непрерывна
при 𝑡 ∈ Ω .

Пусть { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } – некоторый набор любых част-
ных решений системы (5.2.1), а 𝑊 (𝑡) = det ‖𝑋(𝑡)‖ – вронскиан этого
набора решений. Тогда справедлива

Теорема
5.2.3
(Лиувилля
–Остро-
градского)

Для любых 𝑡0, 𝑡 ∈ Ω верно соотношение (называ-
емое формулой Лиувилля–Остроградского):

𝑊 (𝑡) = 𝑊 (𝑡0) exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑡0

Sp‖𝐴(𝑢)‖𝑑𝑢

⎞⎠ , (5.2.5)

Доказательство

Если частные решения { �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } линейно
зависимые на множестве Ω, то 𝑊 (𝑡) ≡ 0 , 𝑡 ∈ Ω, и равенство
(5.2.5) очевидно.

В случае, когда эти частные решения линейно незави-
симые, они образуют фундаментальный набор с фун-
даментальной матрицей ‖𝑋(𝑡)‖ , то есть вектор-функции
{ �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑛)(𝑡) } суть столбцы этой матрицы. То-
гда справедливо матричное равенство

‖�́�(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖ .

Далее, из

‖�́�(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖−1 = ‖𝐴(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖−1

имеем
‖�́�(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖−1 = ‖𝐴(𝑡)‖ ,
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а в силу леммы 5.2.2 получаем

�́� (𝑡)

𝑊 (𝑡)
=

d́et‖𝑋(𝑡)‖
det ‖𝑋(𝑡)‖

= Sp
(︁
‖�́�(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖−1

)︁
= Sp‖𝐴(𝑡)‖

или окончательно

�́� (𝑡)

𝑊 (𝑡)
= Sp‖𝐴(𝑡)‖ .

Интегрируя данное равенство по 𝑡, получаем соотноше-
ние (5.2.5).

Теорема доказана.

Рассмотрим теперь случай неоднородной системы линейных урав-
нений с переменными коэффициентами:

‖´⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ + ‖⃗𝑏(𝑡)‖ . (5.2.6)

Общее решение соответствующей однородной системы (5.2.1) будем
считать известным, а матричные функции ‖𝐴(𝑡)‖ и ‖⃗𝑏(𝑡)‖ – непрерыв-
ными ∀𝑡 ∈ Ω .

Согласно теореме 5.1.1 общее решение неоднородной системы пред-
ставимо как сумма частного решения неоднородной и общего решения
однородной систем уравнений. Следовательно, задача построения об-
щего решения неоднородной системы сводится к поиску какого-нибудь
частного решения неоднородной системы, для получения которого вос-
пользуемся методом вариации постоянных (см. § 1.3 и теорему 2.5.1).

Пусть ‖𝑋(𝑡)‖ – фундаментальная матрица однородной системы
(5.2.1). В этом случае будет верна

Теорема
5.2.4

Система (5.2.6) имеет частное решение вида

‖�⃗�*(𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖
𝑡∫︁

𝑡0

‖𝑋(𝑢)‖−1‖⃗𝑏(𝑢)‖ 𝑑𝑢 . (5.2.7)

Доказательство

Частное решение неоднородной системы (5.2.6) будем искать
в виде

‖�⃗�*(𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ ,
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где �⃗�(𝑡) — некоторая неизвестная заранее непрерывно диф-
ференцируемая вектор-функция.

Подставив это выражение в (5.2.6), с учетом равенства

‖�́�(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖ ,

получим

‖𝐴(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ + ‖𝑋(𝑡)‖‖ ´⃗
𝐶(𝑡)‖ =

= ‖𝐴(𝑡)‖‖𝑋(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ + ‖⃗𝑏(𝑡)‖ .

Откуда, в силу невырожденности фундаментальной матри-
цы,

‖ ´⃗
𝐶(𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖−1‖⃗𝑏(𝑡)‖

и окончательно

‖�⃗�*(𝑡)‖ = ‖𝑋(𝑡)‖
𝑡∫︁

𝑡0

‖𝑋(𝑢)‖−1‖⃗𝑏(𝑢)‖ 𝑑𝑢 .

Теорема доказана.

5.3. Линейные дифференциальные
уравнения с переменными
коэффициентами

Рассмотрим линейное уравнение 𝑛-го порядка вида

𝑎𝑛(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦(𝑛−1)(𝑡) + . . .+ 𝑎1(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑎0(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑏(𝑡) ,
(5.3.1)

где 𝑎𝑘(𝑡) и 𝑏(𝑡) непрерывны ∀𝑘 = [0, 𝑛] ∀𝑡 ∈ Ω и 𝑎𝑛(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ Ω .
Оно всегда может быть сведено при помощи следующей замены

переменных:

𝑥1(𝑡) = 𝑦(𝑡) , 𝑥2(𝑡) = 𝑦(𝑡) , 𝑥3(𝑡) =
′′
𝑦 (𝑡) , . . .

. . . , 𝑥𝑛−1(𝑡) = 𝑦(𝑛−2)(𝑡) , 𝑥𝑛(𝑡) = 𝑦(𝑛−1)(𝑡) (5.3.2)
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к равносильной системе линейных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�́�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) ,
�́�2(𝑡) = 𝑥3(𝑡) ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�́�𝑛−1(𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡) ,

�́�𝑛(𝑡) = −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘−1(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
𝑥𝑘(𝑡) +

𝑏(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
.

(5.3.3)

Или в матричном виде

‖´⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ + ‖⃗𝑏(𝑡)‖ ,

где

‖𝐴(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

−
𝑎0(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
−
𝑎1(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
−
𝑎2(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
. . . −

𝑎𝑛−2(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
−
𝑎𝑛−1(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
,

‖⃗𝑏(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0
0
. . .
0

𝑏(𝑡)/𝑎𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , ‖�⃗�(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .

𝑥𝑛−1(𝑡)
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡)
. . .

𝑦(𝑛−2)(𝑡)
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Формулы (5.3.2) и (5.3.3) позволяют делать заключения о свойствах
уравнений вида (5.3.1) и их решений, используя результаты, получен-
ные в § 5.1–5.2 для систем линейных уравнений.

Если на Ω 𝑏(𝑡) ≡ 0 и 𝑎𝑛(𝑡) ̸= 0, то есть когда уравнение

𝑎𝑛(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦(𝑛−1)(𝑡) + . . .+ 𝑎1(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑎0(𝑡)𝑦(𝑡) = 0 (5.3.4)

является однородным, то система (5.3.3) также линейная, однородная
и имеет вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�́�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) ,
�́�2(𝑡) = 𝑥3(𝑡) ,
. . . . . . . . . . . . . . .
�́�𝑛−1(𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡) ,

�́�𝑛(𝑡) = −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘−1(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)
𝑥𝑘(𝑡) ,

(5.3.5)
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и, соответственно, матричную форму

‖´⃗𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑡)‖‖�⃗�(𝑡)‖ .

Вначале убедимся, что справедлива

Лемма
5.3.1

При замене переменных (5.3.2) линейно зависи-
мые решения уравнения (5.3.4) переходят в ли-
нейно зависимые решения системы (5.3.5), и на-
оборот.
Аналогично, при замене переменных (5.3.2) ли-
нейно независимые решения уравнения (5.3.4)
переходят в линейно независимые решения си-
стемы (5.3.5), и наоборот.

Доказательство

Пусть частные решения 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑘)(𝑡) уравнения
(5.3.4) линейно зависимые, то есть существуют неравные од-
новременно нулю числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 такие, что

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦(𝑖)(𝑡) ≡ 0 . (5.3.6)

Дифференцируя последовательно это равенство 𝑛 − 1 раз,
получаем соотношения

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦
(𝑚)
(𝑖) (𝑡) ≡ 0 , где 𝑚 = [1, 𝑛− 1] . (5.3.7)

Причем равенства (5.3.6) и (5.3.7) можно записать, исполь-
зовав (5.3.2), в векторном виде как

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖�⃗�(𝑖)(𝑡) = �⃗� , (5.3.8)

что доказывает линейную зависимость вектор-функций
{ �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑘)(𝑡) } – частных решений однородной
системы (5.3.5).
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Обратно, пусть набор частных решений системы (5.3.5)
{ �⃗�(1)(𝑡), �⃗�(2)(𝑡), . . . , �⃗�(𝑘)(𝑡) } линейно зависим, то есть верно
векторное равенство (5.3.8) при 𝜆𝑖, 𝑖 = [1, 𝑘], не равных нулю
одновременно.

Тогда, взяв из его покоординатной записи первую строку,
получим (с учетом формул замены (5.3.2)) равенство (5.3.6).
Значит, частные решения 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑘)(𝑡) уравне-
ния (5.3.4) линейно зависимые.

Доказательство второй части утверждения леммы аналогич-
но доказательству первой части.

Лемма доказана.

Теперь мы можем сформулировать для уравнения (5.3.1) утвер-
ждения, аналогичные доказанным ранее для систем (5.1.1). Так вид
общего решения однородного уравнения (5.3.4) описывает

Теорема
5.3.1

Пусть функции 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) суть ли-
нейно независимые частные решения однородно-
го уравнения (5.3.4). Тогда общее решение этого
уравнения дается формулой

𝑦(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 𝑦(𝑘)(𝑡) ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные постоянные.

Доказательство

Следует непосредственно из теоремы 5.2.1 и леммы 5.3.1.

Теорема доказана.

По аналогии с определением 5.2.1 будет уместным и

Определение
5.3.1

Фундаментальным набором решений уравнения
(5.3.4) называется совокупность любых 𝑛 его ли-
нейно независимых частных решений.

При этом будет иметь место
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Теорема
5.3.2

Для множества частных решений однородного
уравнения (5.3.4) справедливы утверждения:

1∘. Фундаментальные наборы решений этого
уравнения существуют.

2∘. Общее решение уравнения (5.3.4) есть со-
вокупность всевозможных линейных ком-
бинаций функций из фундаментального
набора решений.

3∘. Множество всех частных решений одно-
родного уравнения (5.3.4) является линей-
ным пространством размерностью 𝑛, бази-
сом в котором может служить любой фун-
даментальный набор решений.

Доказательство

Следует из леммы 5.2.1, теоремы 5.2.1 и леммы 5.3.1.

Теорема доказана.

Учитывая замену переменных (5.3.2), для уравнения (5.3.1) можно
дать

Определение
5.3.2

Вронскианом набора 𝑛−1 раз непрерывно диффе-
ренцируемых функций 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡)
называется

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑦(1)(𝑡) 𝑦(2)(𝑡) . . . 𝑦(𝑛)(𝑡)

𝑦(1)(𝑡) 𝑦(2)(𝑡) . . . 𝑦(𝑛)(𝑡)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(𝑛−1)
(1) (𝑡) 𝑦

(𝑛−1)
(2) (𝑡) . . . 𝑦

(𝑛−1)
(𝑛) (𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

обозначаемый, как и раньше, 𝑊 (𝑡).

Перечислим теперь свойства решений однородного уравнения
(5.3.4), описываемые с помощью понятия вронскиана.
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Теорема
5.3.3

Пусть функции 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) определе-
ны и 𝑛 − 1 раз непрерывно дифференцируемы
∀𝑡 ∈ Ω и 𝑊 (𝑡) – их вронскиан. Тогда

1∘. Если 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) линейно зави-
симы на Ω , то 𝑊 (𝑡) ≡ 0 на Ω .

2∘. Если вронскиан 𝑊 (𝑡) ̸≡ 0 на Ω, то функ-
ции 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) линейно неза-
висимы на Ω .

3∘. Пусть 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) суть частные
решения однородного уравнения (5.3.4).
Они линейно зависимы тогда и только то-
гда, когда и их вронскиан тождественно
равен нулю, то есть 𝑊 (𝑡) ≡ 0 на Ω . Для
их линейной независимости необходимо и
достаточно, чтобы ∀𝑡0 ∈ Ω : 𝑊 (𝑡0) ̸= 0 .

4∘. Если 𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡) — частные ре-
шения однородного уравнения (5.3.4), то
∀ 𝑡0, 𝑡 ∈ Ω справедлива формула Лиу-
вилля–Остроградского:

𝑊 (𝑡) = 𝑊 (𝑡0) exp

⎛⎝−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑎𝑛−1(𝑢)

𝑎𝑛(𝑢)
𝑑𝑢

⎞⎠ .

Доказательство

Следует из лемм 5.1.3 и 5.3.1, теорем 5.1.2 и 5.2.3, поскольку
для уравнения (5.3.1) и системы (5.3.3) имеет место равен-
ство Sp‖𝐴(𝑡)‖ = −𝑎𝑛−1(𝑡)/𝑎𝑛(𝑡) .

Теорема доказана.

Утверждения, обратные пунктам 1∘ и 2∘ теоремы 5.3.3, будут вер-
ными не для произвольного набора функций, а лишь для набора функ-
ций, которые являются частными решениями однородного уравне-
ния (5.3.4).

Например, пара функций { 𝑡2; 𝑡2sgn𝑡 } линейно независима на
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[−1, 1] , но их вронскиан тождественно равен нулю, поскольку

det

⃦⃦⃦⃦
𝑡2 𝑡2sgn𝑡
2𝑡 2𝑡 sgn𝑡

⃦⃦⃦⃦
= 2𝑡3sgn𝑡− 2𝑡3sgn𝑡 ≡ 0 .

Теперь ответим на вопрос: как по виду частных решений можно
восстановить само однородное уравнение (5.3.4) ?

Пусть набор функций { 𝑔1(𝑡); 𝑔2(𝑡); . . . ; 𝑔𝑛(𝑡) } есть фундаменталь-
ный наборма решений уравнения (5.3.4) при 𝑡 ∈ Ω. Тогда однородное
уравнение (5.3.4) будет равносильно уравнению вида 𝑊𝑦(𝑡) = 0, где

𝑊𝑦(𝑡) = det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝑦(𝑡) 𝑔1(𝑡) 𝑔2(𝑡) . . . 𝑔𝑛(𝑡)
𝑦′(𝑡) 𝑔′1(𝑡) 𝑔′2(𝑡) . . . 𝑔′𝑛(𝑡)
𝑦′′(𝑡) 𝑔′′1 (𝑡) 𝑔′′2 (𝑡) . . . 𝑔′′𝑛(𝑡)
. . . . . . . . . . . . . . .

𝑦(𝑛−1)(𝑡) 𝑔
(𝑛−1)
1 (𝑡) 𝑔

(𝑛−1)
2 (𝑡) . . . 𝑔

(𝑛−1)
𝑛 (𝑡𝑥)

𝑦(𝑛)(𝑡) 𝑔
(𝑛)
1 (𝑡) 𝑔

(𝑛)
2 (𝑡) . . . 𝑔

(𝑛)
𝑛 (𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Нетрудно видеть, что функция 𝑊𝑦(𝑡) есть вронскиан набора функ-
ций { 𝑦(𝑡); 𝑔1(𝑡); 𝑔2(𝑡); . . . ; 𝑔𝑛(𝑡) }, а дополнительный минор к элемен-
ту матрицы Вронского (со значением 𝑦(𝑛)(𝑡)), расположенного в ее ле-
вом нижнем углу, есть 𝑊 (𝑡) – вронскиан набора линейно независимых
функций { 𝑔1(𝑡); 𝑔2(𝑡); . . . ; 𝑔𝑛(𝑡) }. Кроме того (с точностью до знака),
𝑊 (𝑡) = 𝑎𝑛(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ Ω.

Равносильность уравнения 𝑊𝑦(𝑡) = 0 и уравнения (5.3.4) следует из
теоремы 5.3.2, линейности операции дифференцирования и известного
из курса линейной алгебры свойства детерминанта, заключающегося
в том, что если в 𝑊𝑦(𝑡) функцию 𝑦(𝑡) заменить произвольной линей-
ной комбинацией функций { 𝑔1(𝑡); 𝑔2(𝑡); . . . ; 𝑔𝑛(𝑡) }, то 𝑊𝑦(𝑡) останется
равной нулю ∀𝑡 ∈ Ω.

Наконец, отсюда следует, что не любые линейно независимые функ-
ции могут являться фундаментальным набора какого-либо уравнения
вида (5.3.4).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (5.3.1). Структуру его
общего решения описывает

Теорема
5.3.4

Общее решение неоднородного дифференциаль-
ного уравнения (5.3.1) есть сумма любого частного
решения этого неоднородного уравнения и общего
решения однородного уравнения (5.3.4).
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Доказательство

Аналогично доказательству теоремы 5.1.1.

Теорема доказана.

Как и в случае неоднородной системы (5.3.3), частное решение
неоднородного уравнения может быть найдено методом вариации по-
стоянных.

Теорема
5.3.5

Пусть частные решения однородного уравнения
(5.3.4) {𝑦(1)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡)} образуют фунда-
ментальный набор, тогда неоднородное уравне-
ние (5.3.1) имеет частное решение вида

𝑦*(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘(𝑡) 𝑦(𝑘)(𝑡) , (5.3.9)

где непрерывно дифференцируемые функции
𝐶𝑘(𝑡), 𝑘 = [1, 𝑛] определяются как квадратуры ре-
шений системы линейных уравнений:

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑦(1)(𝑡) 𝑦(2)(𝑡) . . . 𝑦(𝑛)(𝑡)
𝑦(1)(𝑡) 𝑦(2)(𝑡) . . . 𝑦(𝑛)(𝑡)
𝑦(1)(𝑡) 𝑦(2)(𝑡) . . . 𝑦(𝑛)(𝑡)
. . . . . . . . . . . .

𝑦
(𝑛−1)
(1) (𝑡) 𝑦

(𝑛−1)
(2) (𝑡) . . . 𝑦

(𝑛−1)
(𝑛) (𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐶1(𝑡)

𝐶2(𝑡)

𝐶3(𝑡)
. . .

𝐶𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

0
0
0
. . .
𝑏(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

(5.3.10)

Доказательство

Следует из того, что метод доказательства теоремы 2.5.1
(для линейного уравнения 𝑛-го порядка с постоянными ко-
эффициентами) без каких-либо ограничений применим в
случае дифференциального уравнения (5.3.1).

Теорема доказана.

Проиллюстрируем практическое применение изложенной в данном
параграфе теории следующим примером.
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Задача
5.3.1

Найти общее решение уравнения

𝑡2𝑦 − 𝑡(𝑡+ 3)�̇� + (2𝑡+ 3)𝑦 = 𝑡4 ∀𝑡 > 0 .

Решение Поскольку общих регулярных методов отыскания част-
ных решений уравнений типа

𝑡2𝑦 − 𝑡(𝑡+ 3)�̇� + (2𝑡+ 3)𝑦 = 0 (5.3.11)

не существует, попробуем подобрать одно из частных ре-
шений в виде алгебраического многочлена степени 𝑚, то
есть в виде 𝑦(𝑡) = 𝑡𝑚 + . . .

Подставляя это выражение в (5.3.11), получаем

(−𝑚+ 2)𝑡𝑚+1 + . . . = 0,

и, приравняв нулю коэффициент при 𝑡𝑚+1, найдем, что
𝑚 = 2 . Значит, частное решение имеет смысл искать в
виде 𝑦(𝑡) = 𝑡2 + 𝑝 𝑡 + 𝑞 . Если эту формулу подставить
снова в (5.3.11), то уравнение примет вид

𝑡2(𝑝− 1) + 𝑞(2𝑡+ 3) = 0 ,

откуда следует, что 𝑝 = 1 и 𝑞 = 0 , то есть одно частное
решение уравнения (5.3.11) найдено:

𝑦(1)(𝑡) = 𝑡2 + 𝑡 .

Поскольку найденное частное решение не равно тож-
дественно нулю, то для отыскания 𝑦(2)(𝑡) – второго
частного решения уравнения (5.3.11) – можно использо-
вать формулу Лиувилля–Остроградского, приведенную в
пункте 4∘ теоремы 5.3.3. Запишем эту формулу в виде

det

⃦⃦⃦⃦
𝑡2 + 𝑡 𝑦(2)(𝑡)
2𝑡+ 1 �̇�(2)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶 exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑡0

𝑢+ 3

𝑢
𝑑𝑢

⎞⎠ ,
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что (покажите это самостоятельно!) сводится к диффе-
ренциальному уравнению

𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝑦(2)(𝑡)

𝑡2 + 𝑡

)︃
=

𝐶𝑡𝑒𝑡

(𝑡+ 1)2
.

Затем, используя равенство

𝑑

𝑑𝑡

𝑒𝑡

𝑡+ 1
=

𝑡𝑒𝑡

(𝑡+ 1)2
,

получаем второе частное решение 𝑦(2)(𝑡) = 𝑡𝑒𝑡 .

Нетрудно убедиться, что пара частных решений 𝑦(1)(𝑡)
и 𝑦(2)(𝑡) образует фундаментальный набор для уравнения
(5.3.11). Поэтому общее решение этого однородного урав-
нения имеет вид

𝑦(𝑡) = 𝐶1(𝑡2 + 𝑡) + 𝐶2𝑡𝑒
𝑡 ,

где 𝐶1 и 𝐶2 – произвольные вещественные константы.

Найдем теперь частное решение исходного неоднород-
ного уравнения в виде

𝑦*(𝑡) = 𝐶1(𝑡)(𝑡2 + 𝑡) + 𝐶2(𝑡)𝑡𝑒𝑡 , (5.3.12)

то есть используя метод вариации постоянных.

В решаемой задаче система линейных уравнений
(5.3.10) записывается так:⃦⃦⃦⃦

𝑡2 + 𝑡 𝑡𝑒𝑡

2𝑡+ 1 (𝑡+ 1)𝑒𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
�̇�1(𝑡)

�̇�2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
𝑡2

⃦⃦⃦⃦
.

Ее решениями являются функции

�̇�1(𝑡) = −1 и �̇�2(𝑡) = (𝑡+ 1)𝑒−𝑡 .

Соответственно,

𝐶1(𝑡) = −𝑡 и 𝐶2(𝑡) = −(𝑡+ 2)𝑒−𝑡 .
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Решение
получено.

Теперь находим частное решение неоднородного урав-
нения по формуле (5.3.12):

𝑦*(𝑡) = −𝑡3 − 2(𝑡2 + 𝑡) ,

что позволяет записать общее решение исходного неодно-
родного уравнения в виде

𝑦(𝑡) = 𝐶1(𝑡2 + 𝑡) + 𝐶2𝑡𝑒
𝑡 − 𝑡3 ,

где 𝐶1 и 𝐶2 – произвольные вещественные константы.

5.4. Линейные уравнения второго порядка
с переменными коэффициентами

Как уже отмечалось, в большинстве случаев решения линейного
уравнения с переменными коэффициентами не выражаются даже в
квадратурах. Поэтому для практики важными оказываются косвен-
ные методы, позволяющие делать заключения о свойствах таких ре-
шений без построения их явного вида, определяемого теоремой 5.3.4.

В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением только веще-
ственных функций вещественного переменного, что позволит более
широко использовать неравенства для описания свойств решений. На-
пример, если для уравнения второго порядка

𝑦 + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0 (5.4.1)

имеем 𝑎0(𝑡) > 0 , 𝑡 ∈ Ω , то (согласно известной из курса математиче-
ского анализа теореме) можно утверждать, что при 𝑦 > 0 график лю-
бого частного решения на Ω будет иметь выпуклость вверх, поскольку
в этом случае

𝑦 = −𝑎0(𝑡)𝑦 < 0 .

Менее очевидные, но также практически полезные методы могут
быть применены для исследования нулей решений, то есть значений
независимой переменной 𝑡, для которых искомая функция принимает
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нулевое значение. Далее будем рассматривать линейные однородные
уравнения второго порядка вида

𝑎2(𝑡)𝑦 + 𝑎1(𝑡)�̇� + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0 , (5.4.2)

где функции 𝑎0(𝑡), 𝑎1(𝑡), 𝑎2(𝑡), 𝑡 ∈ Ω, непрерывно дифференцируемы
и 𝑎2(𝑡) ̸= 0 .

Вначале убедимся, что уравнение (5.4.2) может быть приведено к
виду (5.4.1) при помощи линейной замены искомой функции по фор-
муле 𝑦(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑢(𝑡) , где 𝑢(𝑡) – новая неизвестная функция, а

𝑝(𝑡) = exp

⎛⎝−
1

2

𝑡∫︁
𝑡0

𝑎1(𝑠)

𝑎2(𝑠)
𝑑𝑠

⎞⎠ . (5.4.3)

Действительно, если в уравнение (5.4.2) подставить 𝑦(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑢(𝑡), то
мы получим(︀

𝑎2𝑝 �̈�+ 2𝑎2�̇� �̇�+ 𝑎2𝑝 𝑢
)︀

+
(︀
𝑎1𝑝 �̇�+ 𝑎1�̇� 𝑢

)︀
+ 𝑎0𝑝 𝑢 = 0

или
𝑎2𝑝 �̈�+

(︀
2𝑎2�̇�+ 𝑎1𝑝

)︀
�̇�+

(︀
𝑎2𝑝+ 𝑎1�̇�+ 𝑎0𝑝

)︀
𝑢 = 0 ,

то есть получаем уравнение, не содержащее слагаемого с �̇�, посколь-
ку выбранная по формуле (5.4.3) функция 𝑝(𝑡) удовлетворяет легко
проверяемому равенству 2𝑎2�̇�+ 𝑎1𝑝 = 0 .

Для уравнения (5.4.1) справедлива

Лемма
5.4.1

Всякое ненулевое решение уравнения (5.4.1) мо-
жет иметь лишь конечное число нулей на любом
конечном отрезке.

Доказательство

Предположим, что нетривиальное (то есть 𝑦(𝑡) ̸≡ 0) непре-
рывно дифференцируемое решение уравнения (5.4.1) име-
ет на отрезке [𝛼, 𝛽] бесконечное число нулей, из которых
можно образовать числовую последовательность {𝑡𝑚}. Эта
последовательность ограниченная, и по теореме Больцано–
Вейерштрасса имеет предельную точку 𝑡* ∈ [𝛼, 𝛽] . В нашем
случае без ограничения общности можно считать, что

lim
𝑚→∞

𝑡𝑚 = 𝑡*. (5.4.4)
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Поскольку 𝑦(𝑡) непрерывна, то lim
𝑚→∞

𝑦(𝑡𝑚) = 0 = 𝑦(𝑡*) .

С другой стороны, в силу 𝑦(𝑡𝑚) = 𝑦(𝑡𝑚+1) = 0 по теореме
Ролля между точками 𝑡𝑚 и 𝑡𝑚+1 найдется точка 𝜃𝑚 такая,
что �̇�(𝜃𝑚) = 0 . Тогда для непрерывно дифференцируемой
𝑦(𝑡) из (5.4.4) получаем, что �̇�(𝑡*) = 0 .

Из условий 𝑦(𝑡*) = 0 и �̇�(𝑡*) = 0 по теореме единственности
решения задачи Коши получаем, что 𝑦(𝑡) ≡ 0 ∀𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽].
Однако это противоречит условию леммы.

Лемма доказана.

Теорема
5.4.1
(Штурма о
сравнении)

Пусть 𝑡1 и 𝑡2 — соседние несовпадающие нули
некоторого нетривиального решения уравнения:

𝑦 + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0, (5.4.5)

и пусть функции 𝑎0(𝑡) и 𝐴0(𝑡) непрерывны и та-
ковы, что 𝐴0(𝑡) ≥ 𝑎0(𝑡) ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] .

Тогда любое нетривиальное решение 𝑧(𝑡) уравне-
ния

𝑧 +𝐴0(𝑡)𝑧 = 0 (5.4.6)

имеет нуль хотя бы в одной точке отрезка [𝑡1, 𝑡2] ,
при этом либо этот нуль принадлежит (𝑡1, 𝑡2) , ли-
бо {︂

𝑧(𝑡1) = 𝑧(𝑡2) = 0 ,
𝐴0(𝑡) ≡ 𝑎0(𝑡) на [𝑡1, 𝑡2] .

Доказательство

Пусть 𝑦(𝑡1) = 𝑦(𝑡2) = 0 и, кроме того, 𝑦(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2).
Без потери общности также считаем, что на этом интервале
𝑦(𝑡) > 0 (иначе можно взять решение −𝑦(𝑡)). Тогда

�̇�(𝑡1) = lim
𝑡→𝑡1+0

𝑦(𝑡)

𝑡− 𝑡1
≥ 0 , �̇�(𝑡2) = lim

𝑡→𝑡2−0

𝑦(𝑡)

𝑡− 𝑡2
≤ 0 .

В силу теоремы единственности эти производные не могут
быть нулевыми, и потому �̇�(𝑡1) > 0 и �̇�(𝑡2) < 0 (иначе реше-
ние получилось бы тривиальным).
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Пусть 𝑧(𝑡) – некоторое нетривиальное решение уравнения
(5.4.6). Умножая обе части уравнения (5.4.5) на 𝑧(𝑡), а обе
части (5.4.6) – на −𝑦(𝑡), и складывая их почленно, получим

𝑦𝑧 − 𝑧𝑦 =

(︂
𝐴0(𝑡) − 𝑎0(𝑡)

)︂
𝑦(𝑡)𝑧(𝑡) .

Прибавляя и вычитая �̇� �̇� в левой части, полученное равен-
ство можно преобразовать к виду

𝑑

𝑑𝑡

(︀
�̇�𝑧 − �̇�𝑦

)︀
=

(︂
𝐴0(𝑡) − 𝑎0(𝑡)

)︂
𝑦(𝑡)𝑧(𝑡) .

Интегрируя это равенство в пределах от 𝑡1 до 𝑡2 и учитывая,
что 𝑦(𝑡1) = 𝑦(𝑡2) = 0 , получаем

�̇�(𝑡2)𝑧(𝑡2)− �̇�(𝑡1)𝑧(𝑡1) =

𝑡2∫︁
𝑡1

(︂
𝐴0(𝑡)− 𝑎0(𝑡)

)︂
𝑦(𝑡)𝑧(𝑡) 𝑑𝑡 . (5.4.7)

Если предположить, что теорема Штурма не верна, то
должна реализоваться одна из следующих трех возможно-
стей:

1∘ 𝑧(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] ;
2∘ 𝑧(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2), 𝑧(𝑡2) = 0 ;
3∘ 𝑧(𝑡) > 0 ∀𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2], 𝑧(𝑡1) = 0 .

Правая часть равенства (5.4.7) во всех трех случаях, оче-
видно, неотрицательная в силу

𝐴0(𝑡) ≥ 𝑎0(𝑡), 𝑦(𝑡)𝑧(𝑡) ≥ 0 ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] ,

а левая – отрицательная, поскольку �̇�(𝑡1) > 0, �̇�(𝑡2) < 0 и
|𝑧(𝑡1)| + |𝑧(𝑡2)| > 0, а 𝑧(𝑡) = 0 или в точке 𝑡1 , или в 𝑡2. Это
противоречие показывает, что первое утверждение теоремы
Штурма верно.

Наконец, при 𝑧(𝑡1) = 𝑧(𝑡2) = 0 из (5.4.7) в силу непрерыв-
ности 𝐴0(𝑡) − 𝑎0(𝑡) ≥ 0 следует 𝐴0(𝑡) ≡ 𝑎0(𝑡) на [𝑡1, 𝑡2].

Теорема доказана.
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Следствие
5.4.1

На отрезке, где 𝑎0(𝑡) ≤ 0 , любое нетривиальное
решение 𝑦(𝑡) уравнения (5.4.1) может обратиться
в нуль не более чем в одной точке.

Доказательство

Применим теорему Штурма к паре уравнений

𝑦 + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0 и 𝑧 + 0 𝑧 = 0 .

Предположим, что первое из них имеет на Ω по крайней мере
два нуля 𝑡1 < 𝑡2. Тогда в силу условия 𝑎0(𝑡) ≤ 0 ∀𝑡 ∈ Ω
каждое нетривиальное решение второго уравнения в силу
теоремы 5.4.1 обязано иметь хотя бы один нуль на [𝑡1, 𝑡2].

Однако легко видеть, что 𝑧(𝑡) ≡ 1 – нетривиальное решение
второго уравнения – такого нуля не имеет. Следовательно,
предположение о том, что первое уравнение может иметь
более одного нуля, неверное.

Следствие доказано.

Заметим, что для случая 𝑎0(𝑡) > 0 оценка числа нулей решений
уравнения (5.4.1) может оказаться более сложной задачей. Например,

для 𝑦−
2

𝑡2
𝑦 = 0 каждое решение 𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑡

2 +
𝐶2

𝑡
(такая функция

называется «Трезубец Ньютона») в области его определения имеет не

более одного нуля, в то время как для уравнения 𝑦 +
1

𝑡2
𝑦 = 0 число

нулей каждого решения

𝑦(𝑡) = 𝐶1

√
𝑡 sin(

√
3 ln

√
𝑡) + 𝐶2

√
𝑡 cos(

√
3 ln

√
𝑡)

(находимого, например, при помощи подстановки 𝑡𝛼 и формулы Эйле-
ра) неограничено.

Следствие
5.4.2
(О
чередова-
нии нулей)

В промежутке между любыми двумя сосед-
ними нулями одного из двух линейно незави-
симых решений уравнения (5.4.1) содержится
ровно один нуль другого решения.
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Доказательство

Пусть 𝑦(1)(𝑡) и 𝑦(2)(𝑡) — линейно независимые, нетривиаль-
ные решения уравнения (5.4.1). Применим теорему Штурма
к паре уравнений вида

𝑦(1) + 𝑎0(𝑡)𝑦(1) = 0 и 𝑦(2) + 𝑎0(𝑡)𝑦(2) = 0 .

(Мы формально положили 𝑎0(𝑡) ≡ 𝐴0(𝑡)).

Если 𝑡1 и 𝑡2 — соседние несовпадающие нули первого урав-
нения, то между ними имеется хотя бы один нуль второго
уравнения 𝑡*. Общих нулей у 𝑦(1)(𝑡) и 𝑦(2)(𝑡) быть не мо-
жет. Действительно, если, например, 𝑦(1)(𝑡*) = 𝑦(2)(𝑡

*) = 0,
то вронскиан 𝑊 (𝑡*) = 0 и решения 𝑦(1)(𝑡) и 𝑦(2)(𝑡) линейно
зависимые. Поэтому 𝑡* ∈ (𝑡1, 𝑡2).

Остается доказать, что 𝑡* единственное. Предположим, что
существует также 𝑡** такое, что

𝑦(2)(𝑡
**) = 0, 𝑡1 < 𝑡* < 𝑡** < 𝑡2 .

Тогда по теореме Штурма у 𝑦(1)(𝑡) должен иметься нуль на
(𝑡*, 𝑡**), что противоречит предположению о том, что 𝑡1 и
𝑡2 соседние нули решения 𝑦(1)(𝑡). Значит 𝑡* = 𝑡**.

Следствие доказано.

Отметим, что для линейных уравнений порядка большего, чем два
(𝑛 > 2), следствие 5.4.2, вообще говоря, неверно. Например, для линей-
но независимых решений 𝑦(1)(𝑡) = sin 𝑡 и 𝑦(2)(𝑡) ≡ 1 уравнения

...
𝑦+�̇� = 0

чередования нулей нет.

Следствие
5.4.3

Если некоторое нетривиальное решение уравне-
ния (5.4.1) имеет бесконечное число нулей, то и
каждое его другое нетривиальное решение имеет
бесконечное число нулей.

Доказательство

Вытекает непосредственно из утверждения следствия 5.4.2.

Следствие доказано.
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Проиллюстрируем практическое применение теоремы Штурма сле-
дующими примерами.

Задача
5.4.1

Оценить сверху и снизу расстояние между соседними ну-
лями нетривиального решения уравнения

𝑦 + 2𝑡𝑦 = 0 для 𝑡 ∈ [20, 45] . (5.4.8)

Решение По условию задачи 𝑎0(𝑡) = 2𝑡 . Пусть 𝜔2 ≤ 𝑎0(𝑡) ≤ Ω2

на указанном в условии задачи промежутке 𝑡 ∈ [20, 45] .
Сравним решения данного уравнения с решениями урав-
нений с постоянными коэффициентами:

𝑧 + 𝜔2𝑧 = 0, 𝜔 > 0 и (5.4.9)

�̈�+ Ω2𝑢 = 0, Ω > 0 , (5.4.10)

решения которых представимы соответственно в виде

𝑧(𝑡) = 𝐶1 sin (𝜔𝑡+ 𝐶2) и

𝑢(𝑡) = 𝐷1 sin (Ω𝑡+𝐷2) .

Рассмотрим вначале пару уравнений (5.4.8) и (5.4.9).
Пусть 𝑡1𝑧 и 𝑡2𝑧 — последовательные нули уравнения

(5.4.9), то есть 𝑡2𝑧 = 𝑡1𝑧 +
𝜋

𝜔
, а 𝑡1𝑦 и 𝑡2𝑦 — последователь-

ная пара нулей уравнения (5.4.8) на промежутке [𝑡1𝑧, 𝑡2𝑧] .
По теореме Штурма имеем

𝑡1𝑧 ≤ 𝑡1𝑦 < 𝑡2𝑦 ≤ 𝑡2𝑧 .

Откуда получаем оценки

𝑡2𝑦 ≤ 𝑡2𝑧 = 𝑡1𝑧 +
𝜋

𝜔
≤ 𝑡1𝑦 +

𝜋

𝜔
.

И окончательно

𝑡2𝑦 − 𝑡1𝑦 ≤
𝜋

𝜔
. (5.4.11)
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Рассмотрев пару уравнений (5.4.8) и (5.4.10), получаем
путем аналогичных рассуждений оценку

𝑡2𝑦 − 𝑡1𝑦 ≥
𝜋

Ω
. (5.4.12)

Вернемся теперь к условию исходной задачи и рассмот-
рим два крайних значения параметра: 𝜔 и Ω, для которых

0 < 𝜔2 = 40 ≤ 2𝑡 ≤ 90 = Ω2 ∀𝑡 ∈ [20, 45] .

Для указанного промежутка 𝑡 расстояние 𝑑 между сосед-
ними нулями исходного уравнения (5.4.7) в силу оценок
(5.4.11) и (5.4.12) будет удовлетворять системе неравенств

𝜋

Ω
≤ 𝑑 ≤

𝜋

𝜔
.

Решение
получено.

Откуда получаем искомую оценку

0.3 <
𝜋

3
√

10
≤ 𝑑 ≤

𝜋

2
√

10
< 0.5 .

Задача
5.4.2

Доказать, что нетривиальные решения уравнения

𝑦 + 𝛼

⎛⎝√︃3 − 𝑡

2
−

√
𝑡

⎞⎠ 𝑦 = 0 (5.4.13)

имеют

– при 𝛼 = 12 не более трех нулей ;

– при 𝛼 =
1

4
не более одного нуля.
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Решение Исследуемое уравнение относится к виду (5.4.5). Устано-
вим вначале свойства функции 𝑎0(𝑡), позволяющие вос-
пользоваться утверждениями теоремы Штурма и ее след-
ствий.

Во-первых, очевидно, что функция

(︃√︂
3 − 𝑡

2
−
√
𝑡

)︃
оп-

ределена при 𝑡 ∈ [0, 3] и является монотонно убывающей
на этом отрезке, поскольку

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝√︃3 − 𝑡

2
−
√
𝑡

⎞⎠ = −
1

4

√︂
3 − 𝑡

2

−
1

2
√
𝑡
< 0 .

Значит, она имеет значение

√︂
3

2
– максимальную вели-

чину на отрезке [0, 3], при 𝑡 = 0.

Во-вторых, из равенств

√︃
3 − 𝑡

2
−
√
𝑡 =

3 − 𝑡

2
− 𝑡√︂

3 − 𝑡

2
+
√
𝑡

=
3

2

1 − 𝑡√︂
3 − 𝑡

2
+
√
𝑡

следует, что для указанных в условии задачи значений
параметра 𝛼 функция 𝑎0(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [0, 1) и 𝑎0(𝑡) ≤ 0
при 𝑡 ∈ [1, 3].

Рассмотрим теперь отдельно случай 𝛼 = 12. При 𝑡 ∈ [0, 1)
имеет место оценка

𝑎0(𝑡) ≤ 12

√︃
3

2
< 12 ·

4

3
= 16 .

Поэтому в качестве уравнения (5.4.6) можно использо-
вать (с 𝐴0(𝑡) = 16) уравнение

𝑧 + 16 𝑧 = 0 с решением 𝑧(𝑡) = 𝐶 sin(4𝑡+ 𝜑) . (5.4.14)
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Из теоремы Штурма следует, что число нулей нетри-
виального решения уравнения (5.4.13) на полуинтервале
[0, 1) не превосходит 𝑁 + 1, где 𝑁 – число нулей нетри-
виального решения уравнения (5.4.14) на том же проме-
жутке.

Расстояние между последовательными нулями решения

𝑧(𝑡) равно 𝑑 =
𝜋

4
, поэтому 𝑁* – минимально возможное

число таких нулей на полуинтервале [0, 1) – равняется

𝑁* =

⎡⎣длина
{︁

[0, 1)
}︁

𝑑

⎤⎦ =

[︃
1

𝜋/4

]︃
= 1 .

Следовательно, максимальное число нулей нетривиаль-
ного решения уравнения (5.4.13) на полуинтервале [0, 1)
не превосходит 𝑁* + 1 = 2.

На отрезке [1, 3] для уравнения (5.4.13) оказывается спра-
ведливым следствие 5.4.1, что означает наличие у нетри-
виального решения этого уравнения не более чем одного
нуля. Таким образом, нетривиальное решение уравнения
(5.4.13) на отрезке [0, 3] в совокупности может иметь не
более трех нулей.

В заключение рассмотрим случай 𝛼 =
1

4
. Повторив рас-

суждения, проведенные для случая 𝛼 = 12 , получим
оценку

𝑎0(𝑡) ≤
1

4

√︃
3

2
<

1

4
·

4

3
=

1

3
.

Тогда в качестве уравнения (5.4.6) (в пару к (5.4.13)) мож-
но взять уравнение

𝑧 +
1

3
𝑧 = 0 с решением 𝑧(𝑡) = 𝐶 sin(

𝑡
√

3
+ 𝜑), (5.4.15)

у нетривиального решения которого расстояние между
соседними нулями равно 𝜋

√︀
3 >

⃒⃒⃒
[0, 3]

⃒⃒⃒
= 3 .
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Решение
получено.

Это означает, что уравнение (5.4.15) имеет нетривиальное
решение, у которого нет нулей на отрезке [0, 3] . Но тогда
нетривиальное решение уравнения (5.4.13) может иметь
на этом отрезке не более одного нуля.

5.5. Решение дифференциальных
уравнений при помощи
степенных рядов. Уравнение Бесселя

Известно, что решения линейных уравнений, коэффициенты ко-
торых выражаются через элементарные функции, вообще говоря, не
только не являются элементарными, но даже не представляются в
квадратурах. В таком случае целесообразно попытаться искать реше-
ния в более общем, чем квадратуры, виде, а именно в виде некоторого
функционального ряда, используя для этой цели аналитическую тео-
рию дифференциальных уравнений.

Одна из центральных теорем этого раздела математики утвер-
ждает, что если все коэффициенты линейного однородного уравнения
(5.3.4) аналитичны, то есть представимы в виде степенных рядов в
некотором круге комплексной плоскости | 𝑡− 𝑡0| < 𝑅, то каждое реше-
ние этого уравнения разлагается в этом же круге в степенной ряд:

𝑦(𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘(𝑡− 𝑡0)𝑘.

Напомним, что аналитические функции внутри круга сходимости
можно дифференцировать любое число раз, и радиус круга сходимо-
сти при этом меняться не будет. 2

В дальнейшем для простоты будем полагать, что 𝑡0 = 0. Особен-
ности использования предлагаемого подхода рассмотрим для случая
уравнения второго порядка (5.4.2) на примере следующих задач.

2Подробно основы теории аналитических функций рассматриваются в курсе
ТФКП.
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Задача
5.5.1

Найти общее решение уравнения Эйри:

𝑦 − 𝑡𝑦 = 0 . (5.5.1)

Решение Решение уравнения (5.5.1) ищем в виде ряда

𝑦(𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑡
𝑘 , (5.5.2)

априорно предполагая его сходящимся.
Подставляя в уравнение (5.5.1), полученное формальным
дифференцированием, выражение

𝑦(𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=2

𝑘(𝑘 − 1)𝛼𝑘𝑡
𝑘−2 ,

получаем равенство

+∞∑︁
𝑘=2

𝑘(𝑘 − 1)𝛼𝑘𝑡
𝑘−2 −

+∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑡
𝑘+1 = 0 .

После замены индексов суммирования и пределов их из-
менения:

– в первой сумме меняем 𝑘 − 2 на 𝑚 с пределами из-
менения 0 ≤ 𝑚 < +∞ ,

– во второй сумме меняем 𝑘 + 1 на 𝑚 с пределами
изменения 1 ≤ 𝑚 < +∞ ,

приводим уравнение к виду

+∞∑︁
𝑚=0

(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)𝛼𝑚+2𝑡
𝑚 −

+∞∑︁
𝑚=1

𝛼𝑚−1𝑡
𝑚 = 0

или окончательно

2𝛼2 +

+∞∑︁
𝑚=1

(︂
(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)𝛼𝑚+2 − 𝛼𝑚−1

)︂
𝑡𝑚 = 0 .
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Поскольку из равенства нулю суммы сходящегося ряда
следует равенство нулю всех его коэффициентов, то по-
лучаем

𝛼2 = 0 , (𝑚+ 1)(𝑚+ 2)𝛼𝑚+2 − 𝛼𝑚−1 = 0 ,

что дает рекуррентные соотношения

𝛼2 = 0 , 𝛼𝑚+2 =
𝛼𝑚−1

(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)
∀𝑚 ≥ 1 .

Важно отметить, что коэффициенты 𝛼0 и 𝛼1 пока не
определены, но их значения могут быть произвольными.

Чтобы гарантировать нетривиальность построенного ре-
шения, положим 𝛼0 = 1 и 𝛼1 = 0 , что равносильно за-
данию начальных условий для задачи Коши: 𝑦(0) = 1 и
�̇�(0) = 0 . Тогда отличными от нуля будут (проверьте!)
лишь коэффициенты с индексами 3𝑘, и мы получаем ре-
шение вида

𝑦(1)(𝑡) = 1 +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡3𝑘

(2 · 3)(5 · 6) . . .
(︀
(3𝑘 − 1) · 3𝑘

)︀ . (5.5.3)

Второе нетривиальное решение строится аналогично с
𝛼0 = 0 и 𝛼1 = 1 . В этом случае отличными от нуля
оказываются лишь коэффициенты с индексами 3𝑘 + 1,
и решение имеет вид

𝑦(2)(𝑡) = 𝑡+

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡3𝑘+1

(3 · 4)(6 · 7) . . .
(︀
3𝑘 · (3𝑘 + 1)

)︀ . (5.5.4)

Каждый из рядов (5.5.3) и (5.5.4) сходится (по признаку
д’Аламбера) при любом вещественном 𝑡. Следовательно,
их можно почленно дифференцировать и непосредствен-
ной подстановкой убедиться в том, что 𝑦(1)(𝑡) и 𝑦(2)(𝑡)
суть решения уравнения Эйри.

Эти решения представимы в виде рядов, содержащих
несовпадающие по порядку степени 𝑡. Поэтому они, оче-
видно, линейно независимые и образуют фундаменталь-
ный
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Решение
получено.

набору для уравнения (5.5.1). Значит, его общее решение
имеет вид

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑦(1)(𝑡) + 𝐶2𝑦(2)(𝑡) ∀{𝐶1, 𝐶2} ∈ 𝑅 .

Рассмотренный выше пример показывает, что в случае аналитич-
ности функций, присутствующих в записи уравнения (5.4.2), для по-
строения решения можно попытаться применить метод неопределен-
ных коэффициентов. Если же коэффициенты уравнения (5.4.2) анали-
тичны не во всех точках 𝑡 ∈ Ω , то описываемая схема решения может
усложниться. Поясним это следующим примером, дав предварительно

Определение
5.5.1

Точка 𝑡0 ∈ Ω называется обыкновенной точкой
уравнения (5.4.2), если все коэффициенты урав-
нения аналитичны в этой точке. Иначе эта точ-
ка 𝑡0 ∈ Ω называется особой точкой уравне-
ния (5.4.2).

При наличии особых точек у коэффициентов уравнения (5.4.2) упо-
мянутая основная теорема теории аналитических функций уже не яв-
ляется справедливой, и решение придется искать в более сложном, чем
степенной ряд, виде.

Например, в приложениях достаточно часто возникает необходи-
мость решения так называемого уравнения Бесселя :

𝑡2𝑦 + 𝑡�̇� + (𝑡2 − 𝑝2)𝑦 = 0 , (5.5.5)

где 𝑝 – некоторый действительный параметр.
Попробуем искать решения уравнения Бесселя (5.5.5) в виде сте-

пенного ряда

𝑦(𝑡) = 𝑡𝜆
+∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑡
𝑘 , 𝛼0 ̸= 0 . (5.5.6)

Подставляя это выражение в (5.5.5), получаем равенство
+∞∑︁
𝑘=0

(︂
(𝑘 + 𝜆)(𝑘 + 𝜆− 1) + (𝑘 + 𝜆) + (𝑡2 − 𝑝2)

)︂
𝛼𝑘𝑡

𝑘+𝜆 = 0 ,

которое можно записать так:
+∞∑︁
𝑘=0

(︂
(𝑘 + 𝜆)2 − 𝑝2

)︂
𝛼𝑘𝑡

𝑘+𝜆 +

+∞∑︁
𝑚=0

𝛼𝑚𝑡
𝑚+𝜆+2 = 0 .

209



Приравнивая последовательно нулю коэффициенты при всех раз-
личных степенях 𝑡, получаем систему равенств

(𝜆2 − 𝑝2)𝛼0 = 0 ,(︀
(𝜆+ 1)2 − 𝑝2

)︀
𝛼1 = 0 ,(︀

(𝜆+ 2)2 − 𝑝2
)︀
𝛼2 + 𝛼0 = 0 ,(︀

(𝜆+ 3)2 − 𝑝2
)︀
𝛼3 + 𝛼1 = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(︀
(𝜆+ 𝑘)2 − 𝑝2

)︀
𝛼𝑘 + 𝛼𝑘−2 = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Очевидно, что из 𝛼0 ̸= 0 следует 𝜆 = ±𝑝 . Кроме того, 𝛼1 = 0 , откуда
и все 𝛼2𝑘+1 = 0∀𝑘 = 1, 2, 3, . . .

Рассмотрим вначале случай, когда 𝜆 = 𝑝 > 0 . Для коэффициентов
𝛼2𝑘 ∀𝑘 = 1, 2, 3, . . . при этом получаем формулу

𝛼2𝑘 =
(−1)𝑘𝛼0

22𝑘(𝑝+ 1)(𝑝+ 2) . . . (𝑝+ 𝑘)𝑘!
,

которую можно записать, использовав такие известные соотношения
для гамма-функции Эйлера, как

Γ(𝑘 + 1) = 𝑘! и Γ(𝑝+ 𝑘 + 1) = (𝑝+ 1)(𝑝+ 2) . . . (𝑝+ 𝑘)Γ(𝑝+ 1) ,

в виде

𝛼2𝑘 =
(−1)𝑘

22𝑘+𝑝 Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑝+ 𝑘 + 1)
.

Заметим, что при этом ради упрощения данной формулы было выбра-

но конкретное значение параметра 𝛼0 =
1

2𝑝 Γ(𝑝+ 1)
. Это, однако (как

будет видно из дальнейшего), не приведет к потере общности рассуж-
дений.

Для найденных значений коэффициентов 𝛼𝑘 ряд (5.5.6) сходится
по признаку д’Аламбера (проверьте это самостоятельно!) для всех ве-
щественных 𝑡 . Его предельная функция

𝐽𝑝(𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

22𝑘+𝑝 Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑝+ 𝑘 + 1)
𝑡2𝑘+𝑝 , 𝑝 ≥ 0, (5.5.7)
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является частным решением уравнения (5.5.5) и называется функцией
Бесселя первого рода порядка 𝑝 ≥ 0.

При нецелом 𝜆 = −𝑝 < 0 получается другое частное решение урав-
нения Бесселя (5.5.5), если в формуле (5.5.7) значение 𝑝 заменить на
−𝑝 , поскольку само уравнение (5.5.5) при такой подстановке не изме-
нится. Это решение имеет вид

𝐽−𝑝(𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

22𝑘−𝑝 Γ(𝑘 + 1)Γ(−𝑝+ 𝑘 + 1)
𝑡2𝑘−𝑝 , 𝑝 > 0,

и называется функцией Бесселя первого рода порядка −𝑝.
Функции 𝐽𝑝(𝑡) и 𝐽−𝑝(𝑡) при нецелом 𝑝 > 0, очевидно, линейно неза-

висимые, поскольку представляющие их ряды начинаются со степеней
𝑡 различного порядка. Значит, эти функции образуют фундаменталь-
ный набор решений, и общее решение уравнения Бесселя описывается
формулой

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝐽𝑝(𝑡) + 𝐶2𝐽−𝑝(𝑡) .

Если 𝑝 = 𝑛 целое, то общее решение уравнения Бесселя имеет иной
вид. Дело в том, что в этом случае из свойств гамма-функции Эйлера
следует, что 𝐽−𝑛(𝑡) = (−1)𝑛𝐽𝑛(𝑡), и функции Бесселя первого рода не
образуют фундаментальный набору решений, поскольку они являются
линейно зависимыми.

Частное решение, линейно независимое с 𝐽𝑛(𝑡), можно построить
по формуле Лиувилля–Остроградского. Это решение, обозначаемое
обычно 𝑌𝑛(𝑡) , называется функцией Бесселя второго рода порядка 𝑛 .
Таким образом, общее решение уравнения Бесселя для целого значе-
ния 𝑝 имеет вид

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝐽𝑝(𝑡) + 𝐶2𝑌𝑝(𝑡) .

Из свойств функции Бесселя второго рода отметим (без доказатель-
ства), что при 𝑡→ 0 справедливы оценки

𝑌0(𝑡) ∼ 0 ln 𝑡 и 𝑌𝑛(𝑡) ∼ 𝑛

𝑡𝑛
, 𝑛 ∈ 𝒩 ,

из которых следует, что 𝑌𝑛(𝑡) неограничена в окрестности точки 𝑡 = 0 .

Рассмотрим теперь, как ведут себя ограниченные решения урав-
нения Бесселя при больших значениях их аргумента, то есть при
𝑡→ +∞ .
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При помощи формулы (5.4.3), то есть замены 𝑦(𝑡) =
𝑢(𝑡)
√
𝑡
, это урав-

нение может быть приведено к виду, не содержащему первой произ-
водной от неизвестной функции:

�̈�+

(︃
1 −

𝑝2 − 1/4

𝑡2

)︃
𝑢 = 0 , (5.5.9)

которое можно записать как

�̈�+ 𝑢 = 𝐹 (𝑡)𝑢 , (5.5.10)

где 𝐹 (𝑡) =
𝑝2 − 1/4

𝑡2
.

Предположим, что функция 𝑢(𝑡) в правой части уравнения (5.5.10)
нам известна, тогда это уравнение можно привести к интегральной
форме методом, аналогичным использованному при доказательстве
теоремы 2.5.1 методу неопределенных коэффициентов.

Конкретно: поскольку общее решение однородного уравнения ви-
да �̈� + 𝑢 = 0 есть 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡, частное решение неоднородного
уравнения (5.5.10) можно представить в виде 𝐶1(𝑡) cos 𝑡 + 𝐶2(𝑡) sin 𝑡,
где функции 𝐶1(𝑡) и 𝐶2(𝑡) находятся из системы линейных уравнений{︂

�̇�1 cos 𝑡+ �̇�2 sin 𝑡 = 0 ,

− �̇�1 sin 𝑡+ �̇�2 cos 𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝑢(𝑡)

в виде интегралов с переменными нижними пределами

𝐶1(𝑡) =

+∞∫︁
𝑡

𝐹 (𝑣)𝑢(𝑣) sin 𝑣 𝑑𝑣 и 𝐶2(𝑡) = −
+∞∫︁
𝑡

𝐹 (𝑣)𝑢(𝑣) cos 𝑣 𝑑𝑣 .

В результате получаем интегральное уравнение вида

𝑢(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡+ 𝐶2 sin 𝑡−
+∞∫︁
𝑡

sin(𝑡− 𝑣)𝐹 (𝑣)𝑢(𝑣) 𝑑𝑣 ,

из которого, в силу |𝑢(𝑡)| ≤ 𝐴 – предположения об ограниченности
𝑢(𝑡) , следуют интересующие нас оценки:

|𝑢(𝑡) − 𝐶1 cos 𝑡− 𝐶2 sin 𝑡| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
𝑡

sin(𝑡− 𝑣)𝐹 (𝑣)𝑢(𝑣) 𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤
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≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
𝑡

𝐴𝐹 (𝑣) 𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐴

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
𝑡

𝑑𝑣

𝑣2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

𝐴

𝑡
= 𝑂

(︃
1

𝑡

)︃
при 𝑡→ +∞ .

Следовательно, уравнение (5.5.10) имеет решения

𝑢1(𝑡) = cos 𝑡+𝑂

(︃
1

𝑡

)︃
и 𝑢2(𝑡) = sin 𝑡+𝑂

(︃
1

𝑡

)︃
при 𝑡→ +∞ , а, соответственно, решениями уравнения Бесселя (5.5.5)
будут

𝑦1(𝑡) =
cos 𝑡
√
𝑡

+𝑂

(︃
1

𝑡
√
𝑡

)︃
и 𝑦2(𝑡) =

sin 𝑡
√
𝑡

+𝑂

(︃
1

𝑡
√
𝑡

)︃
.

Завершая обсуждение асимптотических свойств уравнения Бессе-
ля, отметим, что данное уравнение в окрестности точки 𝑡 = +∞
неограниченных вещественных решений не имеет. Доказательство это-
го факта выходит за рамки нашего курса.

Использование степенных рядов для получения приближенных
описаний решений дифференциальных уравнений на практике ослож-
няется тем обстоятельством, что малые изменения в записи уравнения
или в дополнительных условиях (начальных, краевых и т.д.), вообще
говоря, могут приводить к немалым изменениям в решениях. В этих
случаях принято говорить о нерегулярности (некорректности) поста-
новки задачи, а сами малые изменения условий называть сингулярны-
ми возмущениями.

Хотя изучение свойств таких задач и методов их решений не явля-
ется составной частью нашего курса, ввиду важности их для приложе-
ний, представляется целесообразным рассмотреть конкретный пример
задачи, содержащей в своем условии сингулярное возмущение.

Задача
5.5.2

Найти 𝑦(𝑡, 𝜀) – решение краевой задачи, где 𝜀 – малый по
модулю параметр, и 𝑡 ∈ [ 0, 1] :

𝜀𝑦 + �̇� = 𝐹 (𝑡) , (5.5.11)

при условиях

𝑦(0) = 1 и 𝑦(1) = 2 (5.5.12)

для
а) 𝐹 (𝑡) = 2 ,
б) 𝐹 (𝑡) = 1 .

213



Решение 1∘. Рассмотрим вначале случай 𝐹 (𝑡) = 2.
Корнями характеристического уравнения 𝜀𝜆2 + 𝜆 = 0

являются числа 𝜆1 = 0 и 𝜆2 = −
1

𝜀
, и общее решение

однородного уравнения будет

𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝐶1 + 𝐶2 exp

(︃
−
𝑡

𝜀

)︃
.

Поскольку для 𝜆1 = 0 мы имеем резонансный случай,
то в качестве частного решения неоднородного урав-
нения (5.5.11) можно взять функцию 𝑦(𝑡) = 2𝑡. Тогда
его общее решение будет

𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝐶1 + 𝐶2 exp

(︃
−
𝑡

𝜀

)︃
+ 2𝑡 ,

где 𝐶1 и 𝐶2 – произвольные константы.
Решим теперь краевую задачу. Для определения зна-
чений констант 𝐶1 и 𝐶2 используем краевые условия
(5.5.12), из которых следует, что⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶1 + 𝐶2 = 1,

𝐶1 + exp

(︃
−

1

𝜀

)︃
𝐶2 + 2 = 2.

Откуда получаем

𝐶1 =
1

1 − exp

(︃
1

𝜀

)︃ , 𝐶2 =
1

1 − exp

(︃
−

1

𝜀

)︃

и находим решение краевой задачи при 𝑡 ∈ [ 0, 1] :

𝑦(𝑡, 𝜀) =
1

1 − exp

(︃
1

𝜀

)︃+
1

1 − exp

(︃
−

1

𝜀

)︃ exp

(︃
−
𝑡

𝜀

)︃
+ 2𝑡 .
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2∘. Исследуем теперь вид найденного решения краевой
задачи. Имеем при 𝜀 > 0

�̇�(𝑡, 𝜀) = −

1

𝜀
exp

(︃
−
𝑡

𝜀

)︃

1 − exp

(︃
−

1

𝜀

)︃+ 2 ,

откуда следует, что �̇�(𝑡, 𝜀) = 0 при

𝑡 = −𝜀 ln

(︃
2𝜀

(︃
1 − exp

(︃
−

1

𝜀

)︃)︃)︃
.

А вторая производная 𝑦(𝑡, 𝜀) строго знакопостоянна
∀𝑡 ∈ [0, 1] . Следовательно, функция 𝑦(𝑡, 𝜀) имеет экс-
тремум для достаточно малых по модулю 𝜀 (минимум
при положительных 𝜀 и максимум при отрицатель-
ных).

Графики функций 𝑦(𝑡, 𝜀) для

𝜀 = 0.25, 0.1, 0.01, 0.003

показаны на рис. 5.1.

Исследование при 𝜀 < 0 сводится к уже рассмотрен-
ному случаю при помощи замены переменной 𝑡 на −𝑡.
Графики функций 𝑦(𝑡, 𝜀) для

𝜀 = −0.25, −0.1, −0.01, −0.003

также приведены на рис. 5.1.

3∘. Отметим важный факт, следующий из предыдущего
рассмотрения:

предельный переход 𝜀 → 0, выполненный в реше-
нии задачи (5.5.11) – (5.5.12) приводит к результату,
отличающемуся от результата предельного перехо-
да в условии этой задачи.

Действительно, если в уравнении (5.5.11) положить
𝜀 = 0 и оставить лишь одно краевое условие 𝑦(0) = 1,
то мы получим решение для уравнения первого поряд-
ка �̇� = 1 вида 𝑦(𝑡) = 2𝑡.
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Эта функция является решением соответствующей за-
дачи Коши для уравнения с 𝜀 = 0. При этом решение
исходного уравнения 𝑦(𝑡, 𝜀) сходится к решению зада-
чи Коши на всем полуинтервале (0, 1], но неравномер-
но.
Данное решение будет близко к решению задачи
(5.5.11) – (5.5.12) везде на отрезке [ 0, 1 ], за исключени-
ем малой окрестности точки 𝑡 = 0, где решения будут
значительно отличаться.
Эту окрестность принято называть пограничным сло-
ем, а отмеченное различие решений – поведением ти-
па пограничного слоя. Математически природа эффек-
та пограничного слоя вполне очевидна: возмущенное
уравнение (то есть уравнение (5.5.11) с 𝜀 ̸= 0) есть
уравнение второго порядка, в то время как невозму-
щенное является уравнением первого порядка, реше-
ния которого могут не удовлетворять двум различным
краевым условиям.

Решение
получено.

В заключение обратим внимание на то, что

во-первых, эффект пограничного слоя возника-
ет не при любом возмущении. Например, в слу-
чае б) при 𝐹 (𝑡) = 1 (проверьте это самостоятель-
но) решение невозмущенной задачи имеет вид
𝑦(𝑡) = 𝑡+ 1 и является как решением каждой из
двух невозмущенных задач Коши с начальными
условиями 𝑦(0) = 1 и 𝑦(1) = 2, так и решением
краевой возмущенной задачи при любом 𝜀.

И, во-вторых, пограничный слой образуется у
решения 𝑦(𝑡, 𝜀) в разных местах отрезка [0, 1]
при разных предельных переходах: 𝜀 → +0 и
𝜀→ −0.
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Рис. 5.1
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Глава 6

Системы нелинейных
дифференциальных
уравнений

6.1. Автономные системы уравнений
и их свойства

Определение
6.1.1

Нормальной автономной системой дифферен-
циальных уравнений порядка 𝑛 ≥ 2 с неизвестной
вектор-функцией 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, называется система
уравнений вида

�̇� = 𝐹 (𝑥) , 𝑥 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛 , (6.1.1)

где вещественная вектор-функция 𝐹 (𝑥) удовлет-
воряет условию теоремы 4.3.1 (Коши) на множе-
стве Ω, за исключением, быть может, конечного
числа точек.

Согласно данному определению независимая переменная 𝑡 в усло-
вие автономной системы явно не входит, а решение задачи Коши для
(6.1.1) с начальным условием 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 существует и единственно при
любых согласованных 𝑡0 ∈ 𝑇 и 𝑥0 ∈ Ω .
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При этом отметим, что любая система вида �̇� = 𝐹 (𝑡, 𝑥) может
быть сведена к автономной путем введения дополнительной скаляр-
ной неизвестной 𝑥𝑛+1(𝑡) = 𝑡 . Координатная форма системы (6.1.1) в
этом случае пополняется (𝑛 + 1)-м уравнением �̇�𝑛+1 = 1 и принимает
автономный вид:⎧⎨⎩ �̇�𝑘 = 𝐹𝑘(𝑥𝑛+1, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∀ 𝑘 = [1, 𝑛] ,

�̇�𝑛+1 = 1 .

Переменные 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 принято называть фазовыми переменными.

Пусть 𝑥(𝑡) есть частное решение системы (6.1.1), тогда вектор-
функция 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, параметрически задает некоторую линию в 𝐸𝑛,
называемую фазовой траекторией этой системы. Совокупность фазо-
вых траекторий для всех частных решений будем именовать фазовым
портретом системы (6.1.1).

Рис. 6.1. Интегральные кривые и фазовые траектории

Заметим, что фазовая траектория и интегральная кривая суть раз-
личные способы наглядного представления решений системы (6.1.1),
поскольку они образованы точками пространств разных размернос-
тей: 𝑛-мерного фазового пространства и (𝑛 + 1)-мерного простран-
ства, образованного векторами с координатными представлениями ви-
да ‖ 𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛‖T (см. рис. 6.1).
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Стрелкой на фазовой траектории принято указывать направление
перемещения точки по фазовой траектории при возрастании перемен-
ной 𝑡.

П р и м е р 6.1.1 : для автономной системы{︂
�̇�1 = 𝑥2 ,
�̇�2 = −𝑥1

каждая интегральная кривая есть в 𝐸3{ 𝑡, 𝑥1, 𝑥2} винтовая (или пря-
мая при 𝐶1 = 0) линия{︂

𝑥1 = 𝐶1 cos(𝑡+ 𝐶2),
𝑥2 = 𝐶1 sin(𝑡+ 𝐶2),

в то время как фазовые траектории являются в 𝐸2{𝑥1, 𝑥2} окружнос-
тями (или точкой при 𝐶1 = 0) вида 𝑥21 +𝑥22 = 𝐶2

1 . Причем для каждой
фазовой траектории с конкретным значением 𝐶1 имеется бесконечно
много интегральных кривых с различными значениями 𝐶2.

Укажем некоторые полезные свойства решений автономных систем
и их фазовых траекторий.

Теорема
6.1.1

Если вектор-функция 𝑥(𝑡) есть решение автоном-
ной системы (6.1.1) при 𝑡 ∈ 𝑇 , то вектор-функция
𝑥(𝑡 + 𝑐) (где 𝑐 такая константа, что 𝑡 + 𝑐 ∈ 𝑇 ) так-
же является решением системы (6.1.1) при всех
допустимых 𝑡.

Доказательство

Следует непосредственно из равенств

𝑑𝑥(𝑡+ 𝑐)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥(𝑡+ 𝑐)

𝑑(𝑡+ 𝑐)
= 𝐹 (𝑥(𝑡+ 𝑐)) .

Теорема доказана.

Теорема
6.1.2

Если фазовые траектории решений 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇1
и 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇2, автономной системы (6.1.1) имеют
общую точку 𝑏 = 𝑥(𝑡1) = 𝑦(𝑡2), то 𝑦(𝑡) ≡ 𝑥(𝑡+ 𝑡1 − 𝑡2)
для всех 𝑡, при которых определены обе части
последнего тождества.
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Доказательство

Вектор-функция 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝑡1 − 𝑡2) в силу теоремы 6.1.1
является решением системы (6.1.1) для всех 𝑡 таких, что

𝑡+ 𝑡1 − 𝑡2 ∈ 𝑇1.

Кроме того,
𝑧(𝑡2) = 𝑥(𝑡1) = 𝑏 = 𝑦(𝑡2) .

Тогда по теореме единственности 𝑧(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡) для всех 𝑡, при
которых обе части этого тождества определены.

Теорема доказана.

Утверждение теоремы 6.1.2 означает, что фазовые траектории ав-
тономных систем в окрестности точек, в которых выполняется тео-
рема Коши, либо не имеют общих точек, либо совпадают. Поэтому
вектор-функцию 𝐹 (𝑥) можно рассматривать в области Ω как задаю-
щую векторное поле фазовых скоростей, каждый ненулевой элемент
которого является вектором, касательным к фазовой траектории, про-
ходящей через точку 𝑥 ∈ Ω. Для точек с нулевой фазовой скоростью
используется

Определение
6.1.2

Положением равновесия или точкой покоя 1 си-
стемы (6.1.1) называется ее решение вида

𝑥(𝑡) = 𝑥0 ∈ Ω ∀𝑡 ∈ 𝑇

такое, что 𝐹 (𝑥0) = 𝑜.

Иначе говоря, положение равновесия есть постоянное (во време-
ни) решение системы (6.1.1), фазовая траектория которого является
точкой в фазовом пространстве 𝐸𝑛, а соответствующая этому реше-
нию интегральная кривая в 𝐸𝑛+1 есть прямая, параллельная оси 𝑂𝑡 .
Из определения 6.1.2 также следует, что поиск положений равновесия
системы (6.1.1) сводится к решению конечной (недифференциальной)
системы уравнений 𝐹 (𝑥0) = 𝑜.

Наконец, из вышесказанного следует, что неособое решение не мо-
жет проходить через стационарную точку ни при каких конечных 𝑡.
Оно может лишь асимптотически к ней приближаться при 𝑡 → +∞
или при 𝑡→ −∞.

1Используются также термины особое решение или стационарное решение.
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Теорема
6.1.3

Пусть 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, – неособое решение систе-
мы (6.1.1), фазовая траектория для которого за-
мкнутая линия. Тогда 𝑥(𝑡) – периодическая функ-
ция.

Доказательство

В силу условий теоремы Γ – фазовая траектория, отве-
чающая решению 𝑥(𝑡), есть гладкая замкнутая линия в 𝐸𝑛,
длина элемента дуги которой равна

𝑑𝐿 = |𝑑𝑥| = |�̇�(𝑡)|𝑑𝑡 = |𝐹 (𝑥(𝑡))|𝑑𝑡 .

Рассмотрим 𝛾 – некоторую дугу линии Γ, начинающуюся в
точке 𝑥(0). В силу теоремы 6.1.1 для каждой ее точки оста-
ется справедливым равенство (6.1.1). В этом случае длина
дуги 𝛾 для 𝑡 ∈ (0, 𝜏) при 𝜏 > 0 определяется формулой

𝐿(𝜏) =

𝜏∫︁
0

|𝐹 (𝑥(𝑡))|𝑑𝑡 .

Покажем, что ∃𝑃 * > 0 : 𝑥(𝑃 *) = 𝑥(0), то есть 𝑃 * — период.
Поскольку точки линии Γ в своей совокупности образуют
ограниченное и замкнутое множество, то для непрерывной
на этом множестве функции |𝐹 (𝑥)| существуют числа 𝑚 и
𝑀 такие, что

0 < 𝑚 ≤ |𝐹 (𝑥)| ≤𝑀 < +∞ ,

а по свойствам определенного интеграла: 𝑚𝜏 ≤ 𝐿(𝜏) ≤𝑀𝜏.

Из неравенства 𝑚𝜏 ≤ 𝐿(𝜏) следует, что монотонно возраст-
ающая функция 𝐿(𝜏) стремится к +∞ при 𝜏 → +∞.

Поскольку гладкая линия Γ замкнутая, она имеет ограни-
ченную длину, которую обозначим 𝐿*. В этом случае при
малых 𝜏 > 0 :

𝐿(𝜏) ≤𝑀𝜏 < 𝐿*,

ибо дуга 𝛾 является (например при 𝜏 < 𝐿*/𝑀) частью Γ .
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Поэтому существует (а в силу монотонности и непрерывно-
сти 𝐿(𝜏) единственное) число 𝑃 * > 0, являющееся решением
уравнения

𝐿(𝑃 ) = 𝐿* или
𝑃∫︁
0

|𝐹 (𝑥(𝑡))|𝑑𝑡 = 𝐿* .

При 𝑃 = 𝑃 * линия 𝛾 совпадает с Γ, и 𝑥(𝑃 *) = 𝑥(0). Значит,
число 𝑃 * > 0 – наименьший положительный период вектор-
функции 𝑥(𝑡).

Теорема доказана.

Из теорем 6.1.1 – 6.1.3 вытекает

Следствие
6.1.1

Каждая фазовая траектория автономной систе-
мы (6.1.1) является либо точкой, либо незамкну-
той линией или замкнутой линией без самопере-
сечений.

Доказательство

Действительно, незамкнутая траектория, очевидно, не име-
ет точек самопересечения. В случае замкнутой фазовой
траектории точек самопересечения также быть не может,
поскольку из равенства 𝑥(𝑡1) = 𝑥(𝑡2) при 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑃 *]
и | 𝑡2 − 𝑡1| < 𝑃 * следует, что решение 𝑥(𝑡) имеет период
𝑃 ** = | 𝑡2 − 𝑡1| < 𝑃 *, что невозможно, поскольку 𝑃 * — наи-
меньший положительный период.

Следствие доказано.

Групповое свойство автономной системы (6.1.1) описывает

Теорема
6.1.4

Пусть 𝑥(𝑡, 𝑎) есть решение задачи Коши следую-
щего вида �̇� = 𝐹 (𝑥), 𝑥(0) = 𝑎. Тогда

𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡0, 𝑎)) ≡ 𝑥(𝑡+ 𝑡0, 𝑎)

для любых допустимых 𝑡 и 𝑡0.

223



Доказательство

Вектор-функции 𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡0, 𝑎)) и 𝑥(𝑡 + 𝑡0, 𝑎) при 𝑡 = 0 равны
вектору 𝑥(𝑡0, 𝑎). По теореме единственности они совпадают
для всех допустимых значений 𝑡 и 𝑡0.

Теорема доказана.

Следует отметить, что исследование поведения фазовых траекто-
рий системы (6.1.1) в малой окрестности некоторой точки фазового
пространства единообразно выполнить удается, вообще говоря, не все-
гда. Например в случаях, когда рассматриваемая точка является по-
ложением равновесия, оказывается, что фазовый портрет существенно
зависит от типа этого равновесия (соответствующие случаи будут рас-
смотрены в последующих параграфах). Однако в окрестности неосо-
бой точки характер поведения фазовой траектории качественно оди-
наков для любых автономных систем.

Пусть формулы 𝑥 = 𝑔(𝑦) ∀ 𝑦 ∈ Θ ⊂ 𝐸𝑛, 𝑥 ∈ Ω ⊂ 𝐸𝑛, задают замену
переменных {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 } на { 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 }. Напомним

Определение
6.1.3

Замена переменных 𝑥 = 𝑔(𝑦) называется гладкой
обратимой в Θ, если

1∘ преобразование 𝑥 = 𝑔(𝑦) взаимно однознач-
но отображает Θ в Ω;

2∘ иектор-функции 𝑥 = 𝑔(𝑦) и обратная к ней
𝑦 = 𝑔−1(𝑥) = ℎ(𝑥) непрерывно дифферен-
цируемы на множествах Θ и Ω соответ-
ственно;

3∘ якобиан

𝜕 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 )

𝜕 ( 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 )
̸= 0 ∀𝑦 ∈ Θ .

Определение
6.1.4

Замена переменных 𝑦 = ℎ(𝑥) называется обрат-
ной к замене 𝑥 = 𝑔(𝑦).

Замена переменных, обратная к гладкой и обратимой, также глад-
кая и обратимая в силу определений 6.1.3 и 6.1.4.

Будет справедлива
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Теорема
6.1.5
(О
выпрям-
лении
траек-
торий)

В малой окрестности точки 𝑎 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛, не явля-
ющейся положением равновесия, система (6.1.1)
может быть приведена к виду⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 0,
�̇�2 = 0,
. . . . . . . . .
�̇�𝑛−1 = 0,
�̇�𝑛 = 1

(6.1.2)

некоторой гладкой обратимой заменой 𝑥 = 𝑔(𝑦).

Доказательство

Поскольку 𝑎 не является положением равновесия для систе-
мы (6.1.1), то существует Ω ⊆ 𝐸𝑛 – некоторая окрестность
точки 𝑎, в которой 𝐹 (𝑥) ̸= 𝑜 ∀𝑥 ∈ Ω.

Без потери общности можно считать, что вектор 𝐹 (𝑥) имеет
хотя бы одну ненулевую компоненту, и у этой компоненты
индекс равен 𝑛.

Рассмотрим для системы (6.1.1) задачу Коши с начальным
условием следующего специального вида 𝑥(𝑡0) = 𝑎. Пусть
непрерывно дифференцируемая вектор-функция 𝑥 = 𝜙(𝑡)
есть решение этой задачи Коши, фазовая траектория кото-
рого проходит через точку 𝑎 при 𝑡 = 𝑡0.

Далее мы будем использовать компоненты вектора 𝑎 с ин-
дексами { 1, 2, . . . 𝑛−1} как произвольные константы со зна-
чениями { 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛−1}, а 𝑛-ю компоненту вектора 𝑥 бу-
дем рассматривать в качестве 𝑢 – новой (вместо 𝑡) незави-
симой переменной.

Используя обозначения

⃦⃦⃦
�⃗�
⃦⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑎1

𝑎2
. . .
𝑎𝑛−1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ и 𝑥𝑛 = 𝑢 ,

покажем, что искомая замена 𝑥 = 𝑔(𝑦) может быть опре-
делена равенствами:
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⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑦1

𝑦2

. . .

𝑦𝑛−1

𝑦𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑥1 − 𝜙1

(︁
𝑡(𝑢)

)︁
+ 𝑎1

𝑥2 − 𝜙2

(︁
𝑡(𝑢)

)︁
+ 𝑎2

. . .

𝑥𝑛−1 − 𝜙𝑛−1

(︁
𝑡(𝑢)

)︁
+ 𝑎𝑛−1

𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
, (6.1.3)

где функция 𝑡(𝑢), реализующая замену независимой пере-
менной 𝑡 на 𝑢, есть решение вспомогательной задачи Коши:

𝑑 𝑡

𝑑𝑢
=

1

𝐹𝑛(�⃗�, 𝑢)
𝑡(𝑎𝑛) = 𝑡0 , (6.1.4)

которое в сделанных предположениях существует и един-
ственно.

Найдем теперь вид системы (6.1.1) в новых переменных
{ 𝑦1, 𝑦2, . . . 𝑦𝑛}.
В силу (6.1.3) и (6.1.4) ∀ 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 на фазовой
траектории 𝑥 = 𝜙(𝑡), удовлетворяющей (6.1.1), будут спра-
ведливы равенства

𝑑𝑦𝑘

𝑑𝑢
=

(︃
𝑑𝑥𝑘

𝑑𝑡
−
𝑑𝜙𝑘

𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑡

𝑑𝑢
=
(︁
�̇�𝑘(𝑡) − 𝐹𝑘(𝜙(𝑡))

)︁ 1

𝐹𝑛(𝑥)
= 0 .

(6.1.5)

Кроме того, из условия 𝑦𝑛(𝑢) = 𝑢 получаем
𝑑𝑦𝑛

𝑑𝑢
= 1 , а это в

совокупности с равенствами (6.1.5) означает, что в перемен-
ных { 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 } система (6.1.1) имеет вид, указанный в
формулировке теоремы.

Теперь остается доказать, что замена, определяемая соотно-
шениями (6.1.3), гладкая и обратимая. Для этого достаточ-
но установить факт невырожденности матрицы Якоби при
данной замене.

Запишем соотношения (6.1.3) в следующем виде, заменив 𝑢
на 𝑥𝑛 :

226



⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑦1

𝑦2

. . .

𝑦𝑛−1

𝑦𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑥1 − 𝜙1

(︁
𝑡(𝑥𝑛)

)︁
+ 𝑎1

𝑥2 − 𝜙2

(︁
𝑡(𝑥𝑛)

)︁
+ 𝑎2

. . .

𝑥𝑛−1 − 𝜙𝑛−1

(︁
𝑡(𝑥𝑛)

)︁
+ 𝑎𝑛−1

𝑥𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.

(6.1.6)

В данном случае якобиан замены переменных

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 } −→ { 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 } (6.1.7)

в силу (6.1.6), 𝐹𝑛(𝑥) ̸= 0 и соотношений

𝑑𝑦𝑘

𝑑𝑥𝑛
= −

𝑑𝜙𝑘

(︀
𝑡(𝑥𝑛)

)︀
𝑑 𝑡

·
𝑑 𝑡

𝑑𝑥𝑛
= −

𝐹𝑘(𝑥)

𝐹𝑛(𝑥)

∀ 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1

равен

𝜕( 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 )

𝜕(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 )
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 0 0 . . . 0 −
𝐹1(𝑥)

𝐹𝑛(𝑥)

0 1 0 . . . 0 −
𝐹2(𝑥)

𝐹𝑛(𝑥)

0 0 1 . . . 0 −
𝐹3(𝑥)

𝐹𝑛(𝑥)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 −
𝐹𝑛−1(𝑥)

𝐹𝑛(𝑥)

0 0 0 . . . 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

= 1 .

Таким образом, гладкая и обратимая замена переменных
(6.1.7) приводит систему (6.1.1) к виду, указанному в фор-
мулировке теоремы.

Теорема доказана.

В заключение отметим, что
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1∘ при выбранной начальной точке 𝑎 замена (6.1.7) может
считаться известной, ибо существование и единственность
непрерывно дифференцируемой вектор функции 𝑥 = 𝜙(𝑡)
следует из теоремы Коши;

2∘ система (6.1.1) в переменных { 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 } легко интег-
рируется. Ее фазовые траектории суть отрезки прямых⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦1(𝑢) = 𝑎1 ,
𝑦2(𝑢) = 𝑎2 ,

. . .
𝑦𝑛−1(𝑢) = 𝑎𝑛−1 ,
𝑦𝑛(𝑢) = 𝑢+ 𝐶

что оправдывает название теоремы;

3∘ практическое значение теоремы 6.1.5 ограничено тем обстоя-
тельством, что замена (6.1.7) для каждой точки 𝑎 своя. Ина-
че говоря, построить эту замену единообразно для немалого
множества Ω удается лишь в исключительных случаях.

6.2. Устойчивость положения равновесия
автономной системы

Выше было отмечено, что достижение особых точек при движении по
фазовым траекториям возможно лишь при 𝑡 → ∞. Это означает, что
изучение поведения решений системы (6.1.1) в окрестностях таких то-
чек требует исследования их поведения при 𝑡 → ∞. Одним из самых
важных пунктов этого исследования является ответ на вопрос: в каких
случаях малые изменения начальных условий для системы (6.1.1) при-
водят к малым изменениям решений на полубесконечных интервалах
(−∞, ∆ ) и ( ∆, +∞ ). Получением ответа на этот вопрос и занимается
математическая теория устойчивости, в создании и развитии кото-
рой большую роль сыграли отечественные ученые и в первую очередь
А.М. Ляпунов.

Пусть 𝑥(𝑡, 𝑎) есть решение задачи Коши:

�̇� = 𝐹 (𝑥) , 𝑥(𝑡0) = 𝑎 ∈ Ω , (6.2.1)

такое, что 𝑥(𝑡, 𝑎) ∀𝑡 ∈ 𝑇 целиком находится в некоторой окрестнос-
ти 𝑥0 — положения равновесия (особого решения) системы (6.1.1), т.е.
точки, для которой 𝐹 (𝑥0) = 𝑜.
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Дадим следующие определения:

Определение
6.2.1

Положение равновесия 𝑥0 называется устойчи-
вым по Ляпунову (или просто устойчивым), ес-
ли

1∘ найдется ∆ > 0 такое, что решение 𝑥(𝑡, 𝑎)
задачи (6.2.1) существует на 𝑇 для любых
𝑎 таких, что | 𝑎− 𝑥0| < ∆;

2∘ ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿𝜀 > 0 такое, что если

| 𝑎− 𝑥0| < 𝛿𝜀,

то |𝑥(𝑡, 𝑎) − 𝑥0 | < 𝜀 ∀ 𝑡 ∈ 𝑇.

Иначе положение равновесия будем называть
неустойчивым.

Определение
6.2.2

Положение равновесия 𝑥0 называется асимпто-
тически устойчивым, если

1∘ оно устойчиво по Ляпунову ;

2∘ при достаточно малых | 𝑎− 𝑥0| :

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡, 𝑎) = 𝑥0.

Для данных определений сделаем следующие замечания.
Во-первых, мы рассматриваем устойчивость по отношению лишь к

малым отклонениям от положений равновесия.
Во-вторых, использование одних лишь определений 6.2.1 и 6.2.2 для

исследования устойчивости эффективно в тех случаях, когда возмож-
но либо построение общего решения, либо выявление таких свойств
решений, как ограниченность, возрастание или убывание.

Следует также обратить внимание, что пункты 1∘ и 2∘ в определе-
нии 6.2.2 независимы: из 1∘ не следует 2∘, а из 2∘ не следует 1∘. Эту
особенность определения 6.2.2 иллюстрируют примеры 6.1.1 и 6.2.1.

Пример
6.2.1

Устойчиво ли нулевое решение уравнения �̇� = −𝑥2 ?
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Решение

Решение
получено.

Очевидно, что 𝑥(𝑡) = 0 есть решение данного уравне-
ния. Общее ненулевое решение описывается формулой

𝑥(𝑡) =
1

𝑡+ 𝐶
,

где 𝐶 – произвольная константа.
Заметим, что хотя lim

𝑡→+∞
𝑥(𝑡) = 0, устойчивым нулевое

решение не является.
Действительно, при 𝑡 = −𝐶 интегральная кривая име-
ет вертикальную асимптоту и ∀𝐶 < 0 из условия
|𝑥(0)| < 𝛿 условие |𝑥(𝑡)| < 𝜀 при 𝑡 ∈ (0,+∞) следо-
вать не будет.

Наконец отметим, что понятия устойчивости и неустойчивости
можно распространить как на неавтономные системы, так и на си-
стемы дифференциальных уравнений, зависящих от параметров.

В главе 3 были получены формы общего решения систем линей-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. Рассмотрим теперь
проблему устойчивости положений равновесия для систем (6.1.1) вида

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ , (6.2.2)

где ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ и ‖𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Здесь числа 𝑎𝑖𝑗 – комплексные константы.
Пусть матрица ‖𝐴‖ задает линейное преобразование в унитарном

пространстве 𝑈𝑛, имеющее собственные значения 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛, среди
которых, быть может, имеются равные. Тогда для положения равно-
весия 𝑥(𝑡) = 𝑜 справедлива

Теорема
6.2.1

1∘. Если Re𝜆𝑗 < 0 ∀ 𝑗 = [1, 𝑛], то 𝑥(𝑡) = 𝑜 асимптоти-
чески устойчиво.

2∘. Если Re𝜆𝑗 ≤ 0 ∀ 𝑗 = [1, 𝑛] и для каждого 𝜆
с Re𝜆𝑗 = 0 его кратность совпадает с раз-
мерностью собственного подпространства, то
𝑥(𝑡) = 𝑜 устойчиво по Ляпунову.
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3∘. Если имеется хотя бы одно 𝜆 с Re𝜆 > 0 или хо-
тя бы для одного 𝜆 с Re𝜆 = 0 кратность боль-
ше размерности собственного подпростран-
ства, то 𝑥(𝑡) = 𝑜 неустойчиво.

Доказательство

По теореме 3.2.4 общее решение системы (6.2.2) есть вектор-
функция, каждая компонента которой имеет вид

𝑥𝑘(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑃𝑘𝑗(𝑡)𝑒
𝜆𝑗𝑡 ∀𝑘 = [1, 𝑛] , (6.2.3)

где 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑞 – все различные собственные значения
матрицы ‖𝐴‖, а 𝑃𝑘𝑗(𝑡) – алгебраический многочлен, степень
которого на единицу меньше длины самой длинной из жор-
дановых цепочек, отвечающих собственному значению 𝜆𝑗 , и
коэффициенты которого выражаются через 𝑛 произвольных
комплексных постоянных 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 .
Напомним также, что для 𝜆 = 𝛼+𝑖𝛽 справедливы равенства

𝑃 (𝑡)𝑒𝜆𝑡 = 𝑃 (𝑡)𝑒𝛼𝑡 (cos𝛽𝑡+ 𝑖 sin𝛽𝑡) ,

причем | cos𝛽𝑡+ 𝑖 sin𝛽𝑡 | ≡ 1 .

1∘. Пусть Re𝜆𝑗 < 0 ∀ 𝑗 = [1, 𝑛], тогда (известно из курса мате-
матического анализа):

lim
𝑡→+∞

𝑃𝑘𝑗(𝑡)𝑒
𝜆𝑗𝑡 = 0 ∀𝑘 = [1, 𝑛] , ∀𝑗 = [1, 𝑞] .

Тогда каждое решение системы (6.2.2) при 𝑡 → +∞ стре-
мится к нулю и, следовательно, ограничено на 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞).

Эти утверждения очевидно верны и для фундаментальных
(базисных) решений, служащих столбцами фундаменталь-
ной матрицы ‖𝑋‖ , норма которой также оказывается огра-
ниченной, то есть

∃𝑀 > 0 : ⟨ ‖𝑋‖ ⟩ ≤𝑀.
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А поскольку в наших обозначениях для фундаментальной
матрицы

‖𝑥(𝑡, 𝑎)‖ = ‖𝑋‖‖𝑎‖ =⇒ ⟨‖𝑥(𝑡, 𝑎)‖⟩ ≤ ⟨‖𝑋‖⟩ ⟨‖𝑎‖⟩ ,

то из ⟨ ‖𝑎‖ ⟩ ≤ 𝛿𝜀 получаем, что ⟨ ‖𝑥(𝑡, 𝑎)‖ ⟩ ≤ 𝜀 при

𝛿𝜀 =
𝜀

𝑀
∀𝜀 > 0 .

Откуда следует устойчивость 𝑥 = 𝑜 по Ляпунову.

Наконец, из условия lim
𝑡→+∞

𝑥(𝑡, 𝑎) = 𝑜 получаем, что 𝑥 = 𝑜

устойчиво асимптотически.

2∘. В этом случае слагаемые в (6.2.3), для которых Re𝜆𝑗 < 0 ,
ограничены по тем же соображениям, что и в п. 1∘.

Слагаемым с Re𝜆𝑗 = 0 соответствуют в (6.2.3) многочлены
нулевой степени, поскольку предполагается, что кратность
таких собственных значений равна размерности собственно-
го подпространства (в 𝑈𝑛 существует базис из собственных
векторов). Значит, все жордановы цепочки имеют длину 1,
а многочлены 𝑃𝑘𝑗(𝑡) суть нулевой степени, т.е. константы и,
значит, ограничены.

Получив те же оценки, что и в случае 1∘, приходим к за-
ключению о справедливости п. 2∘.

3∘. Допустим, что Re𝜆𝑗* > 0 для некоторого 𝜆𝑗* . Тогда соответ-
ствующее слагаемое в (6.2.3) неограничено на 𝑡 ∈ [ 𝑡0,+∞).
У задачи Коши (6.2.1) всегда есть вещественное неограни-
ченное решение 𝑥(𝑡, 𝑎). Действительно, если 𝑥(𝑡, 𝑎) неогра-
ниченное и комплексное, то хотя бы одно из вещественных
решений Re𝑥(𝑡, 𝑎) или Im𝑥(𝑡, 𝑎) обязательно неограничен-
ное.
Пусть 𝛿 > 0 – любое и сколь угодно малое. Тогда при

𝐶 =
𝛿

2|𝑎|
мы имеем неограниченное решение 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡, 𝑎),

однако для которого

| 𝑦(𝑡0)| = |𝐶𝑥(𝑡0, 𝑎)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝛿2|𝑎|

𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝛿

2
.

Значит, положение равновесия 𝑥 = 𝑜 неустойчивое.
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Если же Re𝜆𝑗 ≤ 0 ∀𝑗, но имеется собственное значение с
Re𝜆𝑗* = 0 для некоторого 𝜆𝑗* , кратность которого больше
размерности собственного подпространства, то из теоремы
3.2.4 следует, что в формуле (6.2.3) имеется многочлен степе-
ни не меньшей, чем 1, старший коэффициент которого нену-
левой. И, поскольку

⃒⃒
𝑒𝜆𝑗* 𝑡

⃒⃒
= 1 , это решение не ограничено,

а положение равновесия неустойчиво.

Теорема доказана.

Заметим, что хотя теорема 6.2.1 сформулирована и доказана как
набор достаточных условий, несложно убедиться, что эти условия од-
новременно являются и необходимыми.

Вернемся теперь к рассмотрению системы (6.2.1) в предположении,
что 𝑥0 = 𝑜 является ее положением равновесия, то есть 𝐹 (𝑜) = 𝑜. Опи-
шем возможные подходы к исследованию такого положения равнове-
сия на устойчивость. При этом мы ограничимся лишь необходимыми
определениями новых понятий и формулировками теорем, доказатель-
ства которых выходят за рамки нашего курса и будут заменены ссыл-
ками на соответствующие источники.

Первый подход носит название исследования устойчивости по ли-
нейному приближению и заключается в следующем.

Пусть вектор-функция 𝐹 (𝑥) дважды непрерывно дифференцируе-
ма в некоторой окрестности положения равновесия 𝑥0 = 𝑜. Тогда она
представима в этой окрестности по формуле Тейлора (с остаточным
членом в форме Пеано) в неразвернутом матричном виде как

‖𝐹 (𝑥)‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ + ‖𝑅(𝑥)‖ ,

где матрица ‖𝐴‖ имеет элементы 𝛼𝑖𝑗 такие, что 𝛼𝑖𝑗 =
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑜

, а

вектор-функция 𝑅(𝑥) не только равна 𝑜 при 𝑥 = 𝑜, но и удовлетво-
ряет условию (определение нормы вектора ⟨𝑥⟩ дано в §4.2)

lim
𝑥→𝑜

⟨𝑅(𝑥)⟩
⟨𝑥⟩

= 0 , где ⟨𝑥⟩ =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥2𝑗 .

Тогда система уравнений (6.1.1) принимает вид

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ + ‖𝑅(𝑥)‖ , (6.2.4)

и оказывается справедливой
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Теорема
6.2.2
(Об
устой-
чивости
по ли-
нейному
прибли-
жению)

1∘. Если ‖𝐴‖ – матрица системы (6.2.4) такова,
что Re𝜆𝑗 < 0 ∀ 𝑗 , то решение этой системы
𝑥(𝑡) = 𝑜 асимптотически устойчиво.

2∘. Если матрица ‖𝐴‖ имеет хотя бы одно 𝜆 с
Re𝜆 > 0, то решение системы (6.2.4) 𝑥(𝑡) = 𝑜
неустойчиво.

3∘. Если max
𝑗

Re𝜆𝑗 = 0, то устойчивость (или

неустойчивость) 𝑥(𝑡) = 𝑜 зависит не только от
матрицы ‖𝐴‖, но и от вектор-функции 𝑅(𝑥) .

Доказательство

См. [2], гл. 4, § 20.

Теорема доказана.

Условия п. 1∘ и 2∘ являются достаточными для того, чтобы делать
заключения об устойчивости (или неустойчивости) положения равно-
весия 𝑥 = 𝑜 системы (6.2.4). Положения равновесия, удовлетворяющие
этим условиям, принято называть грубыми положениями равновесия.

Положения равновесия, для которых оказываются справедливыми
условия п. 3∘, называются негрубыми положениями равновесия. Ис-
следование особых решений в этом случае можно попытаться выпол-
нить альтернативным методом, разработанным А.М. Ляпуновым, ос-
новой которого служат следующие определения и теоремы.

Определение
6.2.3

Функция Φ(𝑥) такая, что Φ(𝑜) = 0, называется
в некоторой проколотой окрестности �̇� элемента
𝑥 = 𝑜 :

– положительно определенной, если
Φ(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ �̇� ;

– отрицательно определенной, если
Φ(𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ �̇� ;

– неотрицательной, если Φ(𝑥) ≥ 0 ∀𝑥 ∈ �̇� ;

– неположительной, если Φ(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ �̇� .
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Определение
6.2.4

Производной в силу системы (6.1.1) от функции
Φ(𝑥) называется выражение

Φ̀(𝑥) = ‖ grad Φ(𝑥) ‖T ‖𝐹 (𝑥)‖ =

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕Φ(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
𝐹𝑗(𝑥) .

Нетрудно заметить, что производная в силу системы 2 (6.2.1) есть
полная производная по 𝑡 от сложной функции Φ(𝑥(𝑡)) , если 𝑥(𝑡) –
решение этой системы. При этом в произвольной точке 𝑥 для вычис-
ления значений производной в силу системы решать саму систему не
требуется.

Определение
6.2.5

Положительно определенная в некоторой проко-
лотой окрестности �̇� элемента 𝑥 = 𝑜 функция
𝑉 (𝑥) называется функцией Ляпунова, если

𝑉 (𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ �̇� ,

где 𝑉 (𝑥) – производная в силу системы (6.2.4).

Исследование системы (6.2.1) по методу Ляпунова базируется на
следующих трех теоремах.

Теорема
6.2.3
(Ляпуно-
ва об
устойчи-
вости)

Если в некоторой окрестности положения рав-
новесия системы (6.2.1) 𝑥 = 𝑜 существует функ-
ция Ляпунова 𝑉 (𝑥), то это положение равновесия
устойчиво по Ляпунову.

Доказательство

См. [3], гл. 4, § 6.

Теорема доказана.
2В формулах производную в силу системы будем помечать левым наклонным

верхним штрихом, например 𝐹 .
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Другими словами, согласно теореме 6.2.3, неположительность про-
изводной в силу системы (6.2.4) от функции Ляпунова гарантирует
устойчивость положения равновесия.

Теорема
6.2.4
(Об
асимпто-
тической
устойчи-
вости)

Если в некоторой окрестности положения равно-
весия системы (6.2.1) 𝑥 = 𝑜 существует функция
Ляпунова 𝑉 (𝑥) такая, что ее производная в силу
системы (6.2.1) 𝑉 (𝑥) отрицательно определена в
этой окрестности, то данное положение равнове-
сия асимптотически устойчиво.

Доказательство

См. [3], гл. 4, § 6.

Теорема доказана.

Доказательство неустойчивости положения равновесия может осно-
вываться на использовании специальной функции 𝑊 (𝑥), называемой
функцией Четаева.

Пусть 𝑈 некоторая окрестность 𝑥 = 𝑜, а Ω ⊂ 𝑈 такая, что 𝑥 = 𝑜 –
граничная точка Ω.

Теорема
6.2.5
(Четаева
о
неустой-
чивости)

Если существует функция 𝑊 (𝑥) непрерывно диф-
ференцируемая на 𝑈 такая, что

𝑊 (𝑥) > 0 , �̀� (𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ Ω ,

где �̀� (𝑥) производная в силу системы, и все точ-
ки 𝑥* ∈ Ω ⊂ 𝑈 , в которых 𝑊 (𝑥*) = 0, суть гранич-
ные точки Ω, тогда положение равновесия 𝑥 = 𝑜
неустойчиво.

Доказательство

См. [3], гл. 4, § 6.

Теорема доказана.

Как уже отмечалось ранее, условия сформулированные в теоремах
6.2.3–6.2.5 позволяют делать заключения о типе устойчивости негру-
бых положений равновесия, когда теорема об устойчивости по линей-
ному приближению неприменима. При этом важно, что решения си-
стемы (6.2.4) для получения этих заключений находить не требуется.
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С другой стороны, общей методики построения функций 𝑉 (𝑥) и
𝑊 (𝑥) не имеется, и для этой цели приходится использовать специ-
фику решаемой задачи. Например, доказано, что функция Ляпунова
всегда существует в окрестности асимптотически устойчивого положе-
ния равновесия. Однако в более общем случае такие функции имеются
не для любого класса систем дифференциальных уравнений.

Особенности практического применения методов Ляпунова и Чета-
ева проиллюстрируем на примере решения двух следующих задач.

Задача
6.2.2

Найти и исследовать на устойчивость положения равно-
весия автономной системы{︂

�̇�1 = −𝑥31 + 𝑥22 ,
�̇�2 = −𝑥51 − 𝑥1𝑥2 .

(6.2.5)

Решение

Решение
получено.

1∘. У данной системы единственное положение равнове-
сия – начало координат. Матрица ‖𝐴‖ в начале ко-
ординат очевидно нулевая, и теорема 6.2.2 здесь не
применима.

2∘. Покажем, что функция 𝑉 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21 + 𝑥22 удовлет-
воряет условиям теоремы 6.2.4. Действительно, она
положительно-определенная в любой окрестности на-
чала координат, и 𝑉 (0, 0) = 0.
Ее производная в силу системы (6.2.5) равна

𝑉 (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1
(︀
−𝑥31 + 𝑥22

)︀
+ 2𝑥2

(︀
−𝑥52 − 𝑥1𝑥2

)︀
=

= −2𝑥41 − 2𝑥62

и является отрицательно-определенной в любой
окрестности начала координат.
Тогда по теореме 6.2.4 𝑥 = 𝑜 есть асимптотически
устойчивое положение равновесия для системы (6.2.5).

Задача
6.2.3

Найти и исследовать на устойчивость положения равно-
весия автономной системы{︂

�̇�1 = 𝑥21 + 2𝑥52 ,
�̇�2 = 𝑥1𝑥

2
2 .

(6.2.6)
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Решение

Решение
получено.

1∘. У системы (6.2.6) начало координат — единственное
положение равновесия. Матрица ‖𝐴‖ также нулевая,
и потому теорема 6.2.2 не применима.

2∘. Пусть
𝑈 = {(𝑥1;𝑥2) : 𝑥21 + 𝑥22 < 𝜀},

а Ω = {(𝑥1;𝑥2) ∈ 𝑈 : 𝑥1 > 𝑥22} .

Покажем, что функция 𝑊 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21 − 𝑥42 удовлет-
воряет в Ω условиям теоремы 6.2.5. Действительно,
здесь она положительно определенная, и 𝑊 (0, 0) = 0
(см. рис. 6.2).
Ее производная в силу системы (6.2.6):

�̀� (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1
(︀
𝑥21 + 2𝑥52

)︀
− 4𝑥32𝑥1𝑥

2
2 = 2𝑥31

является положительно определенной в Ω, а нача-
ло координат есть единственная точка, в которой
�̀� (𝑥1, 𝑥2) = 0.
Тогда по теореме 6.2.5 получаем, что начало коорди-
нат есть неустойчивое положение равновесия для си-
стемы (6.2.6).

Рис. 6.2. К решению задачи 6.2.2
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6.3. Положения равновесия
автономных систем второго порядка

Как уже было отмечено, теорема 6.1.5 (о выпрямлении траекто-
рий) не применима в окрестностях положений равновесия. Исследова-
ние поведения фазовых траекторий в этих областях требует использо-
вания более сложных, специальных методов, рассмотрению которых
посвящен данный параграф.

Основой такого метода, например, может послужить локальная ли-
неаризация системы (6.1.1) в малой окрестности положения равнове-
сия, а также набор условий, гарантирующий подобность поведения
(или, как принято говорить, эквивалентность) в этой окрестности фа-
зовых траекторий исходной и линеаризованных систем.

Рассмотрим в качестве примера вещественную нелинейную авто-
номную систему второго порядка{︂

�̇�1 = 𝐹1(𝑥1, 𝑥2) ,
�̇�2 = 𝐹2(𝑥1, 𝑥2) ,

(6.3.1)

где 𝐹1(𝑥1, 𝑥2) и 𝐹2(𝑥1, 𝑥2) – заданные вещественные, непрерывно диф-
ференцируемые в области Ω ⊆ 𝐸2 функции.

Найдем фазовый портрет для этой системы в окрестности некото-
рой точки ‖𝑥01 𝑥02 ‖T ∈ Ω .

Без потери общности можно считать, что ‖𝑥01 𝑥02 ‖T = ‖ 0 0 ‖T,
поскольку начало координат фазовой плоскости переносится в рас-
сматриваемую точку линейной невырожденной заменой{︂

𝑦1 = 𝑥1 − 𝑥01 ,
𝑦2 = 𝑥2 − 𝑥02 .

Если начало координат не есть особая точка, то фазовый порт-
рет можно получить, применяя теорему 6.1.5 (о выпрямлении траек-
торий), из которой следует, что фазовые траектории в малой окрест-
ности начала координат суть почти прямые, непересекающиеся линии.

Допустим теперь, что начало координат является положением рав-
новесия системы (6.3.1). Тогда из равенств 𝐹1(0, 0) = 0 и 𝐹2(0, 0) = 0
и формулы Тейлора следуют соотношения{︂

𝐹1(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 + 𝑜(
√︀
𝑥21 + 𝑥22 ) ,

𝐹2(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + 𝑜(
√︀
𝑥21 + 𝑥22 ) ,
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где

𝛼𝑖𝑗 =
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑥1 = 0,
𝑥2 = 0

𝑖, 𝑗 = 1, 2 .

Тогда система (6.3.1) может быть записана в виде{︂
�̇�1 = 𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 + 𝑜(

√︀
𝑥21 + 𝑥22 ) ,

�̇�2 = 𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + 𝑜(
√︀
𝑥21 + 𝑥22 ) ,

и естественно дать

Определение
6.3.1

Линейная однородная система{︂
�̇�1 = 𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 ,
�̇�2 = 𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2

(6.3.2)

называется линеаризацией системы (6.3.1) в на-
чале координат.

Как и раньше, будем использовать обозначение

‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22

⃦⃦⃦⃦
.

Основой для исследования поведения фазовых траекторий в окрест-
ности положения равновесия нелинейной системы (6.3.1) служит

Теорема
6.3.1
(О
линеари-
зации)

Если для линейного преобразования, задаваемо-
го матрицей ‖𝐴‖, все собственные значения раз-
личны и имеют ненулевые вещественные части, то
особая точка в начале координат системы (6.3.1)
имеет тот же вид фазового портрета, что и ее ли-
неаризация (6.3.2). При этом в малой окрестно-
сти особой точки сохраняются такие особенности
фазовых траекторий, как направление закручи-
вания и устойчивость.

Доказательство

Доказательство достаточно сложное и выходит за рамки на-
шего курса. Его можно найти, например, в [8], § 30.

Теорема доказана.
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В силу вышеизложенного представляется целесообразным вначале
изучение характера поведения фазовых траекторий линейных авто-
номных систем, которое мы выполним для случая 𝑛 = 2, то есть для
случая, когда фазовое пространство есть двумерная плоскость.

Рассмотрим линейную, с произвольными вещественными коэффи-
циентами, автономную систему уравнений вида⃦⃦⃦

�̇�
⃦⃦⃦

= ‖𝐴‖ ‖𝑋‖ (6.3.3)

или же в развернутой матричной форме⃦⃦⃦⃦
�̇�1
�̇�2

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥1
𝑥2

⃦⃦⃦⃦
,

где ⃦⃦⃦
�̇�
⃦⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
�̇�1
�̇�2

⃦⃦⃦⃦
, ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22

⃦⃦⃦⃦
, ‖𝑋‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑥1
𝑥2

⃦⃦⃦⃦
.

Определение
6.3.2

Если det ‖𝐴‖ ̸= 0, то систему (6.3.3) называют
простой, и называют сложной при det ‖𝐴‖ = 0.

В силу определений 6.1.2 и 6.3.2 простая система (согласно теореме
Крамера) имеет единственное положение равновесия – начало коорди-
нат в 𝐸2 – точку 𝑜.

Для исследования характера поведения фазовых траекторий си-
стемы (6.3.3) удобно найти аналитическое представление ее общего
решения, что (как было показано в § 3.1—3.2) требует нахождения
собственных значений 𝜆1 и 𝜆2, а также собственных векторов линей-
ного преобразования, задаваемого матрицой ‖𝐴‖, обозначаемых далее
как ‖ℎ(1)‖ и ‖ℎ(2)‖.

Рассмотрим последовательно следующие четыре случая.

1∘. Числа 𝜆1 и 𝜆2 вещественные, различные и отличные от
нуля

В этом случае в 𝐸2 существует базис из собственных векторов
‖ℎ(1)‖ и ‖ℎ(2)‖, в котором система (6.3.3) имеет вид{︂

�̇�1 = 𝜆1𝑦1,
�̇�2 = 𝜆2𝑦2
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и соответственно решения 𝑦1(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 и 𝑦2(𝑡) = 𝐶2𝑒

𝜆2𝑡, где 𝐶1 и 𝐶2 –
произвольные константы. Уравнения фазовых траекторий получаются
из этих решений исключением 𝑡 и имеют вид

𝑦2 = 𝐶2

(︃
𝑦1

𝐶1

)︃𝜆2/𝜆1

при 𝐶1 ̸= 0,

𝑦1 = 0 при 𝐶1 = 0 .

(6.3.4)

Из формул (6.3.4) следует, что если 𝜆1 и 𝜆2 одного знака, то фазо-
вые траектории являются дугами парабол, касающихся в начале ко-
ординат оси 𝑂𝑦1 при |𝜆1| < |𝜆2|. При |𝜆1| > |𝜆2| траектории в начале
координат касаются оси 𝑂𝑦2.

Если 𝜆1 и 𝜆2 отрицательны, то движение с ростом 𝑡 по фазовым
траекториям происходит по направлению к началу координат, и поло-
жение равновесия называется асимптотически устойчивым узлом.

Рис. 6.3. Положение равновесия узел в случае |𝜆1| > |𝜆2|

В случае, когда 𝜆1 и 𝜆2 положительны, движение происходит от на-
чала координат (неустойчивый узел). Следует отметить, что коорди-
натные полуоси, равно как и само начало координат, также являются
фазовыми траекториями.

Наконец, следует выполнить обратный переход к исходным пере-
менным 𝑥1 и 𝑥2, который является линейным невырожденным (аф-

242



финным) преобразованием в 𝐸2. Само преобразование при построе-
нии фазового портрета находить необязательно. Достаточно восполь-
зоваться тем его свойством, что собственные векторы матрицы ‖𝐴‖
являются направляющими векторами прямолинейных фазовых тра-
екторий 3.

Итоговый вид фазовых портретов для положения равновесия типа
устойчивый узел с касанием траекторий оси 𝑂𝑦2 показан на рис. 6.3А,
а для положения равновесия типа неустойчивый узел с касанием оси
𝑂𝑦1 – на рис. 6.3B.

Рис. 6.4. Положение равновесия седло в случае 𝜆1 > 0, 𝜆2 < 0

Если 𝜆1 и 𝜆2 разных знаков, то положение равновесия называется
седлом. Оно всегда неустойчиво, поскольку одно из собственных зна-
чений матрицы ‖𝐴‖ положительно.

В базисе из собственных векторов фазовые траектории седла (от-
личные от координатных полуосей и начала координат) по свойствам
аналогичны ветвям гипербол. Действительно, из (6.3.4) имеем

lim
𝑦1→0

| 𝑦2| = +∞ , lim
| 𝑦1|→+∞

𝑦2 = 0 .

Движение по траекториям, являющимся координатными полуосями,
направлено от начала координат для оси, которой соответствует 𝜆 > 0,

3Это свойство следует из теоремы 3.1.2 и того факта, что для прямолинейных
фазовых траекторий вектор фазовой скорости коллинеарен самой траектории.
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и направлено к началу координат, если 𝜆 < 0. По остальным фазовым
траекториям направление движения в каждой четверти координатной
плоскости определяется направлением движения по смежным коорди-
натным полуосям (см. рис. 6.4).

Переход к исходным переменным выполняется так же как и в слу-
чае узла.

2∘. Собственные значения вещественные, равные и отличные
от нуля

Пусть 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 ̸= 0. Матрица системы (6.3.3) в жордановом
базисе может оказаться диагональной, а может и не оказаться.

В первом случае решение будет 𝑦1(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝜆𝑡 и 𝑦2(𝑡) = 𝐶2𝑒

𝜆𝑡. Зна-
чит, фазовые траектории суть полупрямые, исходящие из начала ко-
ординат при 𝜆 > 0 или входящие в него при 𝜆 < 0, последний случай
показан на рис. 6.5А. Такое положение равновесия называется соот-
ветственно неустойчивым или асимптотически устойчивым дикри-
тическим узлом.

Рис. 6.5. Положения равновесия: дикритический узел и вырожденный узел

Во втором случае система принимает вид{︂
�̇�1 = 𝜆𝑦1 + 𝑦2 ,
�̇�2 = 𝜆𝑦2 .

Ее общее решение 𝑦1(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡) 𝑒
𝜆𝑡 и 𝑦2(𝑡) = 𝐶2𝑒

𝜆𝑡, где 𝐶1 и 𝐶2 –
произвольные константы. Уравнения фазовых траекторий получаются
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из этих решений исключением 𝑡 и имеют вид (см. рис. 6.5B):

𝑦1 =
𝐶1

𝐶2
𝑦2 +

𝑦2

𝜆
ln
𝑦2

𝐶2
при 𝐶2 ̸= 0 ,

𝑦2 = 0 при 𝐶2 = 0 .

Данная особая точка называется вырожденным узлом – неустойчи-
вым, если 𝜆 > 0, и устойчивым, если 𝜆 < 0.

Переход к исходным переменным выполняется так же, как и в
предыдущих случаях.

3∘. Собственные значения невещественные и неравные друг
другу

В этом случае из вещественности коэффициентов матрицы ‖𝐴‖ сле-
дует, что 𝜆1 = 𝛼+𝑖𝛽 и 𝜆2 = 𝛼−𝑖𝛽 при условии 𝛽 ̸= 0 . Собственные век-
торы ‖ℎ(1)‖ и ‖ℎ(2)‖, отвечающие 𝜆1 и 𝜆2, комплексно-сопряженные и
линейно независимые элементы в унитарном пространстве 𝑈2, поэто-
му

‖ℎ(1)‖ = ‖𝑝 ‖ + 𝑖‖𝑞‖ и ‖ℎ(2)‖ = ‖𝑝 ‖ − 𝑖‖𝑞‖ ,

где ‖𝑝 ‖ и ‖𝑞‖ — вещественные и линейно независимые элементы про-
странства 𝐸2.

Комплекснозначная вектор-функция

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡‖ℎ(1)‖ = 𝐶1𝑒

(𝛼+𝑖𝛽)𝑡 (‖𝑝 ‖ + 𝑖‖𝑞‖)

по теореме 3.1.2 является решением системы (6.3.3) при любой ком-
плексной константе 𝐶1. Кроме того, согласно лемме 2.4.2, решением
системы (6.3.3) будет и вещественная вектор-функция Re ‖𝑥(𝑡)‖ .

Найдем ее вид, представив предварительно константу 𝐶1 в экспо-
ненциальной форме 𝐶1 = 𝜌 𝑒𝑖𝜃, где 𝜌 ≥ 0 , 𝜃 – произвольные вещес-
твенные постоянные. Из

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝜌𝑒𝛼𝑡+𝑖(𝛽𝑡+𝜃) (‖𝑝 ‖ + 𝑖‖𝑞‖)

получаем, что

Re ‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝑝 ‖ 𝜌 𝑒𝛼𝑡 cos(𝛽𝑡+ 𝜃) − ‖𝑞‖ 𝜌 𝑒𝛼𝑡 sin(𝛽𝑡+ 𝜃) .

В силу линейной независимости ‖𝑝 ‖ и ‖𝑞‖ можно утверждать, что
скалярные функции {︂

𝑦1(𝑡) = 𝜌 𝑒𝛼𝑡 cos(𝛽𝑡+ 𝜃) ,
𝑦2(𝑡) = 𝜌 𝑒𝛼𝑡 sin(𝛽𝑡+ 𝜃)

(6.3.5)
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задают параметрическое представление интегральных кривых систе-
мы (6.3.1) в новом декартовом базисе { ‖𝑝 ‖; −‖𝑞‖ }, а сами являются
соответствующими декартовыми координатами.

Определение вида фазовых траекторий удобно выполнить, перейдя
от декартовой системы координат к полярной по стандартным форму-
лам {︂

𝑦1 = 𝑟 cos𝜙 ,
𝑦2 = 𝑟 sin𝜙 .

(6.3.6)

Рис. 6.6. Положения равновесия фокус и центр

Сопоставление формул (6.3.5) и (6.3.6) позволяет получить пара-
метрическое представление фазовых траекторий в полярной системе
координат: {︂

𝑟 = 𝜌 𝑒𝛼𝑡 ,
𝜙 = 𝛽𝑡+ 𝜃 ,

(6.3.7)

из которого следует, что фазовые траектории в базисе { ‖𝑝 ‖; −‖𝑞‖ } :

при 𝛼 > 0 суть раскручивающиеся от начала координат лога-
рифмические спирали (положение равновесия называется
неустойчивым фокусом);

при 𝛼 < 0 суть скручивающиеся к началу координат логарифмичес-
кие спирали (положение равновесия называется асимпто-
тически устойчивым фокусом);

при 𝛼 = 0 образуют систему концентрических окружностей с цент-
ром в начале координат (положение равновесия называется
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центром). Это положение равновесия устойчиво по Ляпу-
нову.

Важно отметить: формулы (6.3.7) дают все вещественные решения,
поскольку для каждой точки { 𝑦1, 𝑦2 } существуют значения полярных
координат 𝜌 и 𝜃 такие, что через эту точку проходит единственная
фазовая траектория вида (6.3.7).

Переход от базиса { ‖𝑝 ‖; −‖𝑞‖ } к исходному выполняется стан-
дартно.

Направление движения по фазовым траекториям (то есть по часо-
вой стрелке или против) можно установить, найдя фазовую скорость
для некоторой конкретной точки, не являющейся положением равнове-
сия. Например, из (6.3.3) следует, что в точке ‖ 1 0 ‖T фазовая скорость
равна вектору ‖𝛼11 𝛼21 ‖T.

Кроме того, для уточнения вида фазовой траектории полезной мо-
жет оказаться информация о точках, в которых касательная к ней
либо горизонтальна (то есть �̇�2 = 0), либо вертикальна (�̇�1 = 0). Урав-
нения соответствующих изоклин находятся из системы (6.3.3) и имеют
вид

𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 = 0 или 𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 = 0

соответственно.
Графики фазовых траекторий показаны на рис. 6.6.

4∘. Определитель матрицы системы (6.3.3) равен нулю

Если det ‖𝐴‖ = 0 , то согласно определению 6.3.2 система (6.3.3)
называется сложной, и в жордановом базисе ее матрица может иметь
один из трех следующих видов:⃦⃦⃦⃦

𝜆 0
0 0

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦⃦
0 1
0 0

⃦⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦⃦
0 0
0 0

⃦⃦⃦⃦
.

В первом из этих трех случаев 𝜆1 = 𝜆 ̸= 0 и 𝜆2 = 0, решение
в жордановом базисе будет 𝑦1(𝑡) = 𝐶1𝑒

𝜆𝑡 и 𝑦2(𝑡) = 𝐶2. Поэтому все
точки прямой 𝑦1 = 0 являются положениями равновесия. При этом
обе полупрямые 𝑦2 = 𝐶2 суть фазовые траектории. Движение по ним
при 𝑡 → +∞ идет к прямой 𝑦1 = 0 при 𝜆 < 0 и от прямой 𝑦1 = 0 при
𝜆 > 0.

Во втором случае решение имеет вид 𝑦1(𝑡) = 𝐶1 +𝐶2𝑡 и 𝑦2(𝑡) = 𝐶2.
Здесь все точки прямой 𝑦2 = 0 являются положениями равновесия, и
каждая из прямых 𝑦2 = 𝐶2 – фазовая траектория. Движение по ним
при 𝑡 → +∞ идет справа налево при 𝐶2 < 0 и слева направо при
𝐶2 > 0.
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Рис. 6.7. Положения равновесия для сложной системы

Наконец, в третьем случае каждая точка фазовой плоскости есть
особая точка – положение равновесия.

Примеры фазовых портретов для сложных систем показаны на
рис. 6.7. Важно отметить, что для сложных систем (6.3.3) измене-
ния коэффициентов или добавления к правым частям слагаемых, ма-
лых по сравнению с линейными, может радикально изменить фазовый
портрет.

Продемонстрируем использование теоремы о линеаризации на при-
мере следующих задач. 4

Задача
6.3.1

Найти положения равновесия, определить их характер и
нарисовать эскиз фазовых траекторий линеаризаций в
окрестности положения равновесия для автономной си-
стемы {︂

�̇� = ln
(︀
3 + 𝑦 − 𝑦2

)︀
,

�̇� = arcsin
(︀
𝑥− 𝑦2

)︀
.

Решение 1∘. Находим положения равновесия:{︂
ln
(︀
3 + 𝑦 − 𝑦2

)︀
= 0 ,

arcsin
(︀
𝑥− 𝑦2

)︀
= 0

=⇒
{︂

3 + 𝑦 − 𝑦2 = 1 ,
𝑥− 𝑦2 = 0

=⇒
{︂
𝑥1 = 1 ,
𝑦1 = −1

или
{︂
𝑥2 = 4 ,
𝑦2 = 2 .

4Применимость теоремы 6.3.1 проверьте самостоятельно.
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2∘. Исследуем положение равновесия – точку 𝑀( 1; −1).
Вначале перенесем начало координат в особую точку
𝑀 при помощи замены переменных:{︂

𝑢 = 𝑥− 1 ,
𝑣 = 𝑦 + 1

=⇒
{︂
𝑥 = 𝑢+ 1 ,
𝑦 = 𝑣 − 1 .

В этом случае справедливы равенства

ln
(︀
3 + 𝑦 − 𝑦2

)︀
= ln

(︀
3 + (𝑣 − 1) − (𝑣 − 1)2

)︀
=

= ln
(︀
1 + 3𝑣 − 𝑣2

)︀
= 3𝑣 + 𝑜(

√
𝑢2 + 𝑣2 ) ,

arcsin
(︀
𝑥− 𝑦2

)︀
= arcsin

(︀
𝑢+ 1 − (𝑣 − 1)2

)︀
=

= arcsin
(︀
𝑢+ 2𝑣 − 𝑣2

)︀
= 𝑢+ 2𝑣 + 𝑜(

√
𝑢2 + 𝑣2 ) .

Откуда следует, что линеаризация (6.3.3) для особой
точки 𝑀 имеет вид{︂

�̇� = 3𝑣 ,
�̇� = 𝑢 + 2𝑣

=⇒ ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
0 3
1 2

⃦⃦⃦⃦
.

Найдем собственные значения матрицы ‖𝐴‖, решив
характеристическое уравнение det ‖𝐴− 𝜆𝐸‖ = 0 :

det ‖𝐴−𝜆𝐸‖ = det

⃦⃦⃦⃦
−𝜆 3
1 2 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
= 𝜆2−2𝜆−3 = 0 .

Следовательно, 𝜆1 = −1 , 𝜆2 = 3, и положение равно-
весия 𝑀 есть седло.
Собственные векторы ‖ℎ‖ матрицы ‖𝐴‖ найдем, ре-
шив для каждого из собственных значений систему
уравнений

‖𝐴− 𝜆𝐸‖ ‖ℎ‖ = ‖𝑜‖ .

В нашем случае для 𝜆1 = −1 :⃦⃦⃦⃦
−𝜆1 3

1 2 − 𝜆1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1 3
1 3

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉1
𝜂1

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
=⇒

=⇒
⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3

−1

⃦⃦⃦⃦
.
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Аналогично для 𝜆2 = 3 :⃦⃦⃦⃦
−𝜆2 3

1 2 − 𝜆2

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
−3 3

1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉2
𝜂2

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦

=⇒
⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
.

При построении эскиза фазового портрета для осо-
бой точки 𝑀 учитываем, что прямолинейные фазо-
вые траектории имеют своими направляющими соб-
ственные векторы

⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
и
⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
и являются при

этом асимптотами для криволинейных траекторий.
Направления движения по прямолинейным траекто-
риям: от начала координат для асимптоты с

⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
,

так как 𝜆2 = 3 > 0, и соответственно к началу коор-
динат для асимптоты с

⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
, так как 𝜆1 = −1 < 0.

Как следствие этого факта, направления движения по
криволинейным фазовым траекториям при этом ока-
зываются однозначно определенными, поскольку в си-
лу непрерывности они должны совпадать с направле-
ниями движения по прямолинейным как при 𝑡→ +∞,
так и при 𝑡 → −∞. Итоговый вид эскиза показан на
рис. 6.8А.

3∘. Исследуем теперь второе положение равновесия – точ-
ку 𝑁( 4; 2). Вначале перенесем начало координат в
особую точку 𝑁 при помощи замены переменных:{︂

𝑢 = 𝑥− 4 ,
𝑣 = 𝑦 − 2

=⇒
{︂
𝑥 = 𝑢+ 4 ,
𝑦 = 𝑣 + 2 .

В этом случае справедливы равенства

ln
(︀
3 + 𝑦 − 𝑦2

)︀
= ln

(︀
3 + (𝑣 + 2) − (𝑣 + 2)2

)︀
=

= ln
(︀
1 − 3𝑣 − 𝑣2

)︀
= −3𝑣 + 𝑜(

√
𝑢2 + 𝑣2 ) ,

arcsin
(︀
𝑥− 𝑦2

)︀
= arcsin

(︀
𝑢+ 4 − (𝑣 + 2)2

)︀
=

= arcsin
(︀
𝑢− 4𝑣 − 𝑣2

)︀
= 𝑢− 4𝑣 + 𝑜(

√
𝑢2 + 𝑣2 ) .
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Откуда следует, что линеаризация (6.3.3) для особой точ-
ки 𝑁 имеет вид{︂

�̇� = − 3𝑣 ,
�̇� = 𝑢 − 4𝑣

=⇒ ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
0 −3
1 −4

⃦⃦⃦⃦
.

Найдем собственные значения матрицы ‖𝐴‖, решив
характеристическое уравнение det ‖𝐴− 𝜆𝐸‖ = 0 :

det

⃦⃦⃦⃦
−𝜆 −3

1 −4 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
= 𝜆2 + 4𝜆+ 3 = 0 .

Следовательно, 𝜆1 = −1 , 𝜆2 = −3 и положение равно-
весия 𝑁 есть устойчивый узел. Собственные векторы
‖ℎ‖ матрицы ‖𝐴‖ найдем, решив для каждого из соб-
ственных значений систему ‖𝐴− 𝜆𝐸‖ ‖ℎ‖ = ‖𝑜‖ .

В нашем случае для 𝜆1 = −1 :⃦⃦⃦⃦
−𝜆1 3

1 2 − 𝜆1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1 −3
1 −3

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉1
𝜂1

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
=⇒

=⇒
⃦⃦
ℎ(1)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3
1

⃦⃦⃦⃦
.

Рис. 6.8. Фазовые портреты положений равновесия для задачи 6.3.1
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Аналогично для 𝜆2 = −3 :⃦⃦⃦⃦
−𝜆2 3

1 2 − 𝜆2

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3 −3
1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜉2
𝜂2

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦

=⇒
⃦⃦
ℎ(2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
.

Исследуем теперь свойства фазовых траекторий. Это
удобно сделать, перейдя в базис из собственных век-
торов, то есть в базис из векторов

{︀
‖ℎ(1)‖; ‖ℎ(2)‖

}︀
, ко-

ординаты в котором обозначим как 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡). В этом
базисе (как было показано в § 3.1) решения линеари-
зованной системы (6.3.3) имеют особенно простой вид:{︂

𝑝(𝑡) = 𝐶1𝑒
−𝑡 ,

𝑞(𝑡) = 𝐶2𝑒
−3𝑡 ,

Решение
получено.

где 𝐶1 и 𝐶2 – произвольные константы. При 𝐶1 = 0
вид фазовых траекторий очевиден: в зависимости от
𝐶2, это прямолинейные лучи или точка.
Исключив 𝑡 из этих равенств при 𝐶1 ̸= 0, получим
уравнения фазовых траекторий в виде 𝑞 = 𝐷𝑝3, где
𝐷 – произвольная константа. То есть траектории суть
дуги кубичных парабол, касающихся в нуле оси ‖ℎ(1)‖.
Направление движения по всем траекториям одинако-
во: к положению равновесия. Эскиз портрета показан
на рис. 6.8В.

Задача
6.3.2

Найти расположенные во второй четверти положения
равновесия автономной системы{︂

�̇� = exp (4𝑥+ 3𝑦 − 4) − 1 ,
�̇� = 𝑥2 − 4𝑥− 3𝑦 .

Определить их характер и нарисовать эскиз фазовых
траекторий.
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Решение 1∘. Находим положения равновесия{︂
exp (4𝑥+ 3𝑦 − 4) − 1 = 0 ,
𝑥2 − 4𝑥− 3𝑦 = 0

=⇒
{︂

4𝑥+ 3𝑦 = 4 ,
4𝑥+ 3𝑦 = 𝑥2

=⇒

=⇒
{︂
𝑥1 = 2 ,
𝑦1 = −4/3

или
{︂
𝑥2 = −2 ,
𝑦2 = 4 .

2∘. Перенесем начало координат в положение равновесия
– точку 𝑀(−2; 4), расположенную во второй четвер-
ти, сделав замену переменных 𝑥 = 𝑢−2 и 𝑦 = 𝑣+4 .
В этом случае значения функций, стоящих в правых
частях исследуемой автономной системы будут равны

exp (4𝑥+ 3𝑦 − 4) − 1 = exp (4𝑢+ 3𝑣) − 1 ,
𝑥2 − 4𝑥− 3𝑦 = 𝑢2 − 8𝑢− 3𝑣 .

В этой задаче (в отличие от решения задачи 6.3.1) для
нахождения коэффициентов линеаризации (6.3.8) мы
не будем применять разложений по формуле Тейлора,
а воспользуемся формулами (6.3.7), из которых непос-
редственно следует, что в новом начале координат, то

есть в точке
⃦⃦⃦⃦
𝑢
𝑣

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
0

⃦⃦⃦⃦
:

𝛼11 =
𝜕

𝜕𝑢

(︁
exp (4𝑢+ 3𝑣)−1

)︁
= 4 ,

𝛼12 =
𝜕

𝜕𝑣

(︁
exp (4𝑢+ 3𝑣)−1

)︁
= 3 ,

𝛼21 =
𝜕

𝜕𝑢

(︁
𝑢2−8𝑢−3𝑣

)︁
= −8 ,

𝛼22 =
𝜕

𝜕𝑣

(︁
𝑢2−8𝑢−3𝑣

)︁
= −3 .

Полученные равенства проверьте самостоятельно.

Откуда следует, что линеаризация (6.3.8) для особой
точки 𝑀 имеет вид{︂
�̇� = 4𝑢 + 3𝑣 ,
�̇� = −8𝑢 − 3𝑣

=⇒ ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
4 3

−8 −3

⃦⃦⃦⃦
.
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Решение
получено.

3∘. Найдем собственные значения матрицы ‖𝐴‖ :

det

⃦⃦⃦⃦
4 − 𝜆 3
−8 −3 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
= 𝜆2 − 𝜆+ 12 = 0 .

Следовательно, 𝜆1,2 =
(︀
1 ± 𝑖

√
47
)︀
/2 , и положение

равновесия𝑀 есть неустойчивый фокус. Заметим, что
раскручивание спирали фазовой траектории происхо-
дит по часовой стрелке, поскольку вектор фазовой
скорости, например, в точке⃦⃦⃦⃦

𝑢
𝑣

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
есть

⃦⃦⃦⃦
�̇�
�̇�

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3

−3

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, легко видеть, что AB – изоклина вертикаль-
ных касательных к исследуемой фазовой траектории
– имеет уравнение 4𝑢 + 3𝑣 = 0, в то время как CD
– изоклина горизонтальных – уравнение 8𝑢 + 3𝑣 = 0.
Итоговый вид эскиза показан на рис. 6.9.

Рис. 6.9. Фазовый портрет положения равновесия для задачи 6.3.2
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6.4. Первые интегралы систем
обыкновенных дифференциальных
уравнений

Для описания поведения решений автономной системы

�̇� = 𝐹 (𝑥) , 𝑥 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛 , (6.4.1)

где 𝐹 (𝑥) непрерывно дифференцируемая, вещественная вектор-фун-
кция, а 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, – решение системы (6.4.1) на промежутке 𝑇, в
окрестности неособых точек оказываются полезными функции, нося-
щие название первых интегралов.

Определение
6.4.1

Непрерывно дифференцируемая в Ω функция
𝑢(𝑥) называется первым интегралом системы
(6.4.1), если 𝑢(𝑥(𝑡)) ≡ const ∀𝑡 ∈ 𝑇 для каждого
решения 𝑥(𝑡) этой системы.

Тривиальным примером первого интеграла может служить функ-
ция 𝑢(𝑥) ≡ const. Условия же существования нетривиальных первых
интегралов формулируются с помощью понятий производной в силу
системы (см. определение (6.2.4)) и функциональной независимости
первых интегралов.

Определение
6.4.2

Первые интегралы
{︀
𝑢(𝑘)(𝑥) , 𝑘 = [1, 𝑠] , 𝑠 ≤ 𝑛

}︀
называются функционально независимыми в точ-
ке 𝑎 ∈ Ω , если ранг матрицы Якоби равен 𝑠, то
есть

rg

(︃ ⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝑢(𝑘)𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑎

)︃
= 𝑠 , где 𝑘 = [1, 𝑠] , 𝑗 = [1, 𝑛] .

Согласно этому определению, функциональная зависимость, исхо-
дя из известной теоремы о неявных функциях [4], означает возмож-
ность функционально выразить (локально) один первый интеграл че-
рез другой.

Следует также отметить различие понятий функциональной зави-
симости и линейной зависимости. Из линейной зависимости следует
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функциональная, но не наоборот. Пример: функционально зависимые
функции 𝑢(1)(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 𝑥2 и 𝑢(2)(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1 + 𝑥2)

2 в 𝐸2 линейно
независимы.

Критерий существования первого интеграла описывает

Теорема
6.4.1

Для того чтобы непрерывно дифференцируе-
мая в области Ω функция 𝑢(𝑥) являлась первым
интегралом системы (6.4.1), необходимо и доста-
точно, чтобы �̀�(𝑥) – производная от 𝑢(𝑥) в силу
системы (6.4.1) – равнялась нулю на каждом ре-
шении системы (6.4.1).

Доказательство

Пусть 𝑥(𝑡) — некоторое решение системы (6.4.1). Рассмотрим
функцию 𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑥(𝑡)). Согласно правилу дифференциро-
вания сложной функции

�̇�(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
�̇�𝑗(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝐹𝑗(𝑥(𝑡)) = �̀�(𝑥(𝑡)) .

Откуда мы имеем для первого интеграла

𝑢(𝑥(𝑡)) = const ⇐⇒ �̀�(𝑥(𝑡)) = 0 ⇐⇒ �̇�(𝑡) = 0. (6.4.2)

А по теореме 4.3.1 (Коши) через каждую неособую точку Ω
проходит некоторая фазовая траектория системы (6.4.1), на
которой выполняются соотношения (6.4.2).

Теорема доказана.

Выясним теперь геометрический смысл первого интеграла. Пусть
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
̸= 0 для некоторого 𝑗 и пусть 𝐶 – любое из значений первого

интеграла 𝑢(𝑥), принимаемых в Ω. Тогда уравнение 𝑢(𝑥) = 𝐶 задает
в 𝐸𝑛 (𝑛 − 1)-мерную гиперповерхность Γ, на которой целиком лежат
фазовые траектории системы (6.4.1).

Действительно, пусть точка 𝑎 принадлежит поверхности Γ, тогда
𝑢(𝑎) = 𝐶. Поскольку 𝑢(𝑥) — первый интеграл, то в любой точке фазо-
вой траектории 𝑥(𝑡), проходящей через 𝑎, будет 𝑢(𝑥(𝑡)) = 𝐶. Значит,
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вся эта траектория лежит на Γ. Заметим, что обратное неверно: не
любая линия на поверхности уровня есть фазовая траектория.

Если известен какой-либо первый интеграл 𝑢(𝑥), у которого
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
̸= 0

для некоторого 𝑗, то система (6.4.1) может быть сведена к системе с
меньшим на единицу числом неизвестных функций. Для этого следует
𝑥𝑗 выразить при помощи уравнения 𝑢(𝑥) = 𝐶 через остальные неиз-
вестные и подставить это выражение во все (кроме 𝑗-го) уравнения
исходной системы (6.4.1). Знание же 𝑛 − 1 функционально независи-
мых первых интегралов позволяет получить решение системы (6.4.1)
в квадратурах.

Поскольку любая непрерывно дифференцируемая функция от
нескольких первых интегралов системы (6.4.1), очевидно, также яв-
ляется ее первым интегралом, то первых интегралов у этой системы
бесконечно много. При этом однако возникает вопрос о том какое чис-
ло из них может оказаться функционально независимыми. Ответ на
данный вопрос находится при помощи нижеследующих рассуждений.

Система (6.4.1) в неразвернутом матричном виде записывается так:

‖�̇�‖ = ‖𝐹 (𝑥)‖ , 𝑥 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛. (6.4.3)

При гладкой обратимой замене переменных ‖𝑥‖ = ‖𝑔(𝑦)‖ с матрицей
Якоби:

‖𝐺(𝑦)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝜕𝑔𝑖𝜕𝑦𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]

и якобианом:

det ‖𝐺(𝑦)‖ =
𝜕(𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛)

𝜕(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)
̸= 0 ∀𝑦 ∈ Ω*

в области Ω*, являющейся образом области Ω, автономная система
(6.4.3) примет вид

‖�̇�‖ = ‖𝐺(𝑦)‖−1‖𝐹 (𝑔(𝑦))‖ , 𝑦 ∈ Ω* ⊆ 𝐸𝑛. (6.4.4)

Система (6.4.4) непосредственно получается из (6.4.3) в силу равенств

‖�̇�‖ = ‖𝐺(𝑦)‖‖�̇�‖ = ‖𝐹 (𝑔(𝑦))‖ .

На вопрос о том, как связаны первые интегралы автономных систем
(6.4.3) и (6.4.4), отвечает
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Теорема
6.4.2

Для того чтобы непрерывно дифференцируемая
функция 𝑢(𝑥) , 𝑥 ∈ Ω, являлась первым интегра-
лом системы (6.4.3), необходимо и достаточно,
чтобы функция, 𝑣(𝑦) = 𝑢(𝑔(𝑦)) , 𝑦 ∈ Ω*, являлась
первым интегралом системы (6.4.4).

Доказательство

Поскольку из теоремы 6.4.1 следует, что 𝑢(𝑥) , 𝑥 ∈ Ω, есть
первый интеграл системы (6.4.3) тогда и только тогда, когда
�̀�(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ Ω, а 𝑣(𝑦) , 𝑦 ∈ Ω*, есть первый интеграл сис-
темы (6.4.4) тогда и только тогда, когда 𝑣(𝑦) = 0 , 𝑦 ∈ Ω*,
то для доказательства теоремы достаточно убедиться лишь
в том, что

�̀�(𝑥) = 𝑣(𝑦) при 𝑥 = 𝑔(𝑦) ∀𝑦 ∈ Ω*.

Действительно, в этом случае из �̀�(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω будет
следовать, что 𝑣(𝑦) = 0, 𝑦 ∈ Ω*, и наоборот.

Справедливость равенства �̀�(𝑥) = 𝑣(𝑦) при 𝑥 = 𝑔(𝑦) ∀𝑦 ∈
Ω* проверим непосредственно. Во введенных выше обозначе-
ниях в силу (6.4.4) имеем

𝑣(𝑦) = ‖ grad 𝑣(𝑦)‖T‖�̇�‖ = ‖ grad 𝑣(𝑦)‖T‖𝐺(𝑦)‖−1‖𝐹 (𝑔(𝑦))‖ ,

что с учетом равенства 𝑣(𝑦) = 𝑢(𝑔(𝑦)) (поскольку по пра-
вилам дифференцирования сложной функции выполняется
равенство ‖ grad 𝑣(𝑦)‖T = ‖ grad𝑢(𝑔(𝑦))‖T‖𝐺(𝑦)‖) дает

𝑣(𝑦) = ‖ grad𝑢(𝑔(𝑦))‖T‖𝐺(𝑦)‖‖𝐺(𝑦)‖−1‖𝐹 (𝑔(𝑦))‖ =

= ‖ grad𝑢(𝑔(𝑦))‖T‖𝐸‖ ‖𝐹 (𝑔(𝑦))‖ =

= ‖ grad𝑢(𝑥)‖T‖𝐹 (𝑥)‖ = �̀�(𝑥) .

Теорема доказана.

Достаточные условия существования 𝑛 − 1 функционально неза-
висимых первых интегралов системы (6.4.3), а также формулу для
любого ее первого интеграла, дает
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Теорема
6.4.3

Пусть точка 𝑎 ∈ Ω не есть положение равновесия
системы (6.4.3). Тогда

1∘ в 𝜔 ⊆ Ω – некоторой окрестности точ-
ки 𝑎, существует множество, состоящее из
𝑛 − 1 функционально независимых первых
интегралов 𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥) ;

2∘ для любого первого интеграла 𝑢(𝑥) найдет-
ся непрерывно дифференцируемая функ-
ция Φ(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛−1) такая, что

𝑢(𝑥) = Φ(𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)) , 𝑥 ∈ 𝜔 .

Доказательство

1∘. Поскольку точка 𝑎 ∈ Ω не есть положение равновесия
системы (6.4.3), то по теореме 6.1.5 (о выпрямлении тра-
екторий) для 𝑎 найдется окрестность 𝜔 и гладкая обра-
тимая замена переменных 𝑥 = 𝑔(𝑦) в этой окрестности
такие, что система (6.4.3) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 0,
�̇�2 = 0,
. . . . . . . . .
�̇�𝑛−1 = 0,
�̇�𝑛 = 1,

(6.4.5)

решениями которой будут функции:

𝑦1(𝑡) = 𝐶1 , 𝑦2(𝑡) = 𝐶2 , . . . , 𝑦𝑛−1(𝑡) = 𝐶𝑛−1 , 𝑦𝑛(𝑡) = 𝑡+𝐶𝑛 .

Нетрудно видеть, что система (6.4.5) имеет 𝑛−1 незави-
симых первых интегралов:

𝑣(1)(𝑦) = 𝑦1, 𝑣(2)(𝑦) = 𝑦2, . . . , 𝑣(𝑛−1)(𝑦) = 𝑦𝑛−1.
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Поскольку замена переменных имеет гладкую обратную
𝑦 = ℎ(𝑥) с невырожденным якобианом, то по теоре-
ме 6.4.2 система (6.4.3) будет иметь 𝑛 − 1 независимых
при 𝑥 = 𝑎 первых интегралов вида

𝑢(1) = ℎ1(𝑥), 𝑢(2) = ℎ2(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1) = ℎ𝑛−1(𝑥).

2∘. Всякий первый интеграл системы (6.4.5) представим в
виде

𝑣(𝑦) = Φ(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛−1) ,

где Φ – произвольная непрерывно дифференцируемая
функция своих аргументов. Поэтому, в силу теоре-
мы 6.4.2, при замене переменных 𝑦 = ℎ(𝑥) и 𝑥 = 𝑔(𝑦) :

𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑔(𝑦)) = 𝑣(𝑦) = Φ(ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥), . . . , ℎ𝑛−1(𝑥)) =

= Φ(𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥))

есть первый интеграл системы (6.4.3).
Теорема доказана.

Следует также иметь в виду, что теорема гарантирует существова-
ние функции Φ лишь в 𝜔-окрестности неособой точки 𝑎, но не разом
во всей области Ω. Что касается окрестностей положения равновесия,
то в них первые интегралы могут как существовать, так и нет. Тут
оказывается необходимым дополнительное исследование.

В заключение продемонстрируем некоторые приемы отыскания
первых интегралов на примере решения следующей задачи.

Задача
6.4.1

Найти независимые первые интегралы для системы диф-
ференциальных уравнений⎧⎨⎩ �̇� = 𝑥 ,

�̇� = 𝑦 ,
�̇� = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧

при условиях: 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 𝑥2 + 𝑦2.

Решение Исключая независимую переменную 𝑡 из первых двух

уравнений, получаем
𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
, что дает 𝑦 = 𝐶1𝑥.
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Решение
получено.

Значит, 𝑢(1)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑦

𝑥
есть первый интеграл рас-

сматриваемой системы дифференциальных уравнений.

При поиске первых интегралов часто оказывается удоб-
ным использование правила пропорций (или свойства
равных дробей), если

𝛼1

𝛽1
=
𝛼2

𝛽2
= . . . =

𝛼𝑚

𝛽𝑚
,

то
𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 + · · · + 𝑘𝑚𝛼𝑚

𝑘1𝛽1 + 𝑘2𝛽2 + · · · + 𝑘𝑚𝛽𝑚
=
𝛼1

𝛽1
.

Для использования этого правила запишем исходную си-
стему в так называемом симметричном виде, когда нет
явного указания на то, какая из переменных является
независимой. В этом случае для записи используются не
производные, а дифференциалы:

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧
.

Заметим, что в рассматриваемом случае (по правилу про-
порций) :

(−2𝑥)𝑑𝑥

(−2𝑥)𝑥
=

(−2𝑦)𝑑𝑦

(−2𝑦)𝑦
=

𝑑𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧
=
𝑑𝑧 − 2𝑥𝑑𝑥− 2𝑦𝑑𝑦

𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2
,

а это дает равенство полных дифференциалов

𝑑(𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2)

𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2
=
𝑑𝑥

𝑥
=⇒

𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥
= 𝐶2.

Из равенства
𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥
= 𝐶2 , в свою очередь, получаем

другой первый интеграл 𝑢(2)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥
,

который, очевидно, независим от найденного ранее, по-
скольку он в своей записи содержит переменную 𝑧.
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6.5. Линейные уравнения в частных
производных первого порядка

До сих пор в нашем курсе рассматривались дифференциальные
уравнения (системы уравнений), в которых неизвестными являлись
функции (вектор-функции) от одной независимой переменной. Одна-
ко в приложениях достаточно часто возникают дифференциальные
уравнения, неизвестные в которых являются функциями от несколь-
ких переменных. При этом если такие уравнения содержат частные
производные от неизвестных порядка не выше первого, то (как будет
показано ниже) их решения сводятся к решению систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и потому традиционно изучаются
в курсах, аналогичных нашему. Уравнения с частными производными
более высоких порядков рассматриваются в других разделах высшей
математики, например в курсе уравнений математической физики.

Пусть в некоторой области 𝐺 ⊆ 𝐸2𝑛+1, 𝑛 ≥ 2, определена действи-
тельная непрерывно дифференцируемая функция:

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)

такая, что в каждой допустимой точке
𝑛∑︀

𝑘=1

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑘

)︃2

̸= 0 . Тогда можно

дать

Определение
6.5.1

Уравнение вида

𝐹

(︃
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛

)︃
= 0

(6.5.1)
называется уравнением в частных производных
первого порядка относительно неизвестной функ-
ции 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛, где

‖𝑥‖ = ‖𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛‖T.
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Определение
6.5.2

Функция 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) называется реше-
нием уравнения (6.5.1), если

1∘ 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – непрерывно дифференци-
руемая функция в Ω;

2∘ ∀𝑥 ∈ Ω точка⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝜕𝑢𝜕𝑥1 , 𝜕𝑢𝜕𝑥2 , . . . , 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
T

∈ 𝐺 ;

3∘ ∀𝑥 ∈ Ω :

𝐹

(︃
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛

)︃
≡ 0 .

Среди уравнений вида (6.5.1) важную для приложений роль игра-
ют их специальные частные случаи: линейные и квазилинейные урав-
нения.

К линейным уравнениям в частных производных первого порядка
относят уравнения вида

𝐴0(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑢+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
= 𝑏(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ,

а квазилинейными называют уравнения

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
= 𝑏(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢) .

Как легко видеть, к линейным относятся уравнения, в запись которых
неизвестная функция и ее производные входят линейно, а для квази-
линейных уравнений линейность имеется лишь по производным.

Важно: в обоих случаях предполагается, что известные функции
𝐴𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и 𝐴𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢) удовлетворяют в Ω и в 𝐺

соответственно условиям:
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐴2
𝑘(𝑥) ̸= 0 и

𝑛∑︀
𝑘=1

𝐴2
𝑘(𝑥, 𝑢) ̸= 0 .

Приступим теперь к рассмотрению методов решения уравнений
(6.5.1). Поскольку алгоритмы решений для разных классов этих урав-
нений базируются на идеях, аналогичных друг другу, рассмотрим
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подробно метод решения линейных однородных дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘
= 0 , (6.5.2)

где 𝐴𝑘(𝑥) ∀𝑘 = [1, 𝑛] – известные непрерывно дифференцируемые в Ω

функции такие, что
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐴2
𝑘(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ Ω .

Введем в рассмотрение вектор-функцию 𝐴(𝑥) :

‖𝐴(𝑥)‖ = ‖ 𝐴1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 𝐴2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) . . . 𝐴𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ‖T.

Тогда уравнение (6.5.2) можно записать в неразвернутом матричном
виде как ‖𝐴(𝑥)‖T‖ grad𝑢(𝑥)‖ = 0 .

Определение
6.5.3

Автономная система

‖ �̇�(𝑡)‖ = ‖𝐴(𝑥)‖ (6.5.3)

называется характеристической системой для
уравнения (6.5.2), а ее фазовые траектории – ха-
рактеристиками этого уравнения.

Заметим, что условие
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐴2
𝑘(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ Ω не допускает наличия

положений равновесия в Ω у системы (6.5.3).
Связь между решением уравнения (6.5.2) и решением его характе-

ристической системы (6.5.3) описывает

Теорема
6.5.1

В некоторой окрестности каждой неособой точки
𝑥0 ∈ Ω общее решение уравнения (6.5.2) имеет
вид

𝑢(𝑥) = Φ
(︀
𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)

)︀
,

где 𝑢(𝑘)(𝑥), 𝑘 = [1, 𝑛 − 1] – функционально незави-
симые в 𝑥0 первые интегралы системы (6.5.3),
а Φ ( 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛−1) — любая непрерывно диффе-
ренцируемая функция от 𝑛− 1 переменной.

264



Доказательство

1∘. По теореме 6.4.1 каждое решение уравнения (6.5.2) яв-
ляется первым интегралом его характеристической си-
стемы (6.5.3), поскольку из (6.5.2) следует, что произ-
водная этого решения в силу системы (6.5.3) оказывает-
ся равной нулю.

2∘. Согласно п. 2∘ теоремы 6.4.3 для любого первого
интеграла 𝑢(𝑥) характеристической системы (6.5.3) в
некоторой окрестности точки 𝑥0 ∈ Ω существуют
𝑛 − 1 функционально независимых первых интегралов{︀
𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)

}︀
таких, что

𝑢(𝑥) = Φ
(︀
𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)

)︀
,

где Φ ( 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛−1) — некоторая непрерывно диффе-
ренцируемая функция от 𝑛− 1 переменной.

Теорема доказана.

Таким образом, можно заключить, что общее решение однородного
уравнения в частных производных первого порядка содержит в своей
записи произвольную, непрерывно дифференцируемую функцию, за-
висящую от 𝑛−1 переменной, в то время как, например, общее решение
векторного обыкновенного дифференциального уравнения �̇� = 𝐹 (𝑡, 𝑥)
выражается через 𝑛 произвольных постоянных.

Для линейного неоднородного дифференциального уравнения в
частных производных первого порядка правило записи общего реше-
ния полностью аналогично случаю обыкновенных дифференциальных
уравнений: общее решение неоднородного уравнения есть общее реше-
ние однородного, сложенного с частным (любым!) решением неодно-
родного.

Выделение конкретного частного решения из общего для уравнений
в частных производных осуществляется путем задания дополнитель-
ных условий: начальных, краевых, смешанных и т. д.

Рассмотрим в качестве примера задачу Коши для уравнения (6.5.2).
Пусть непрерывно дифференцируемая функция 𝑠(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ⊆ 𝐸𝑛,

такова, что grad 𝑠(𝑥) ̸= 𝑜 ∀𝑥 ∈ Ω. Тогда уравнение 𝑠(𝑥) = 0 задает в Ω
гладкую гиперповерхность 𝛾, называемую начальной поверхностью.
И пусть на этой начальной поверхности задана непрерывно диффе-
ренцируемая функция 𝜙(𝑥). Теперь мы можем дать
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Определение
6.5.4

Задачей Коши называется задача отыскания 𝑢(𝑥)
– такого решения уравнения

‖𝐴(𝑥)‖T‖ grad𝑢(𝑥)‖ = 0 , (6.5.4)

для которого 𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝛾

= 𝜙(𝑥).

Задача Коши для линейных однородных уравнений в частных про-
изводных первого порядка, в отличие от случая обыкновенных линей-
ных уравнений первого порядка, обладает следующими особенностя-
ми. Во-первых, ее решение существует и единственно не для любой
гладкой начальной поверхности 𝛾. Во-вторых, ее разрешимость имеет
локальный характер.

Для уточнения условий однозначной разрешимости задачи Коши
дадим

Определение
6.5.5

Характеристической точкой задачи Коши вида
(6.5.4) называется точка 𝑥0 ∈ 𝛾 такая, что

𝑠(𝑥0) = ‖𝐴(𝑥0)‖T‖ grad 𝑠(𝑥0)‖ = 0 .

Сравнение определений 6.5.4 и 6.5.5 дает следующую геометричес-
кую интерпретацию: в характеристической точке вектор 𝐴(𝑥0) ка-
сается поверхности 𝛾. При этом оказывается справедливой

Теорема
6.5.2

Если точка 𝑥0 ∈ 𝛾 не является характеристичес-
кой точкой задачи Коши (6.5.4), то в 𝜔 ⊂ Ω –
некоторой окрестности 𝑥0 — решение задачи Ко-
ши существует и единственно.

Доказательство

Поскольку 𝑥0 ∈ 𝛾 не является характеристической точкой
задачи Коши (6.5.4), то 𝐴(𝑥0) ̸= 𝑜. Тогда в 𝜔 – некоторой
окрестности 𝑥0 – существует 𝑛−1 функционально независи-
мый первый интеграл характеристической системы (6.5.3),
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и общее решение уравнения (6.5.4) есть

𝑢(𝑥) = Φ
(︀
𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)

)︀
.

Начальное условие 𝑢(𝑥)
⃒⃒
𝑥∈𝛾

= 𝜙(𝑥) однозначно определяет
в 𝜔 вид функции Φ ( 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛−1).

Чтобы убедиться в этом, вначале покажем, что в 𝜔 к системе
уравнений {︂

𝑢(𝑘)(𝑥) = 𝐶𝑘, 𝑘 = [1, 𝑛− 1],
𝑠(𝑥) = 0

(6.5.5)

применима (известная из курса математического анализа)
теорема о системе неявных функций.

Поскольку все функции, входящие в условие системы (6.5.5),
непрерывно дифференцируемы в 𝜔, то для доказательства
однозначной разрешимости (6.5.5) достаточно показать, что
якобиан:

𝐽 =
𝜕
(︀
𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛−1), 𝑠

)︀
𝜕 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 )

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

̸= 0.

Если предположить противное, то есть что 𝐽 = 0, то из
функциональной (а значит, и линейной) независимости пер-
вых 𝑛 − 1 строк матрицы Якоби следует, что последняя ее
строка есть нетривиальная линейная комбинация остальных
строк. Значит,

𝜕𝑠

𝜕𝑥𝑘
=

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝜕𝑢(𝑗)

𝜕𝑥𝑘
.

Найдем в этом случае значение 𝑠(𝑥) – производной в силу
системы (6.5.3) – при 𝑥 = 𝑥0. Имеем

𝑠 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜕𝑠

𝜕𝑥𝑘
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝜕𝑢(𝑗)

𝜕𝑥𝑘
=
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=

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜕𝑢(𝑗)

𝜕𝑥𝑘
=

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 �̇�(𝑗) = 0 ,

поскольку все 𝑢(𝑗)(𝑥), 𝑗 = [1, 𝑛 − 1] суть первые интегралы
характеристической системы (6.5.3).
Этот результат противоречит условию доказываемой теоре-
мы о том, что 𝑥0 не характеристическая точка задачи Коши.
Поэтому 𝐽 ̸= 0, теорема о системе неявных функций приме-
нима в рассматриваемом случае, и в окрестности 𝜔 суще-
ствует единственное непрерывно дифференцируемое реше-
ние системы (6.5.5) 𝑥 = 𝑓

(︀
𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛−1)

)︀
.

Наконец, ∀𝑥 ∈ 𝛾 ∩ 𝜔 справедливо равенство

𝜙(𝑥) = 𝜙
(︀
𝑓
(︀
𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛−1)

)︀ )︀
= Ψ

(︀
𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛−1)

)︀
.

Поскольку функции 𝜙(𝑥) и 𝑓
(︀
𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛−1)

)︀
извест-

ны, то функция

𝑢(𝑥) = Ψ
(︀
𝑢(1)(𝑥), 𝑢(2)(𝑥), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑥)

)︀
,

являющаяся решением задачи Коши в 𝜔, также известна и
единственна.

Теорема доказана.

Теперь продемонстрируем особенности практического использова-
ния полученных теоретических результатов.

Задача
6.5.1

Найти общее решение уравнения

𝑥2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦(𝑧 − 𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝑧2

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0

и решить для этого уравнения задачу Коши с начальным
условием

𝑢 = 𝑦 при 𝑥 = 𝑧 .
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Решение 1∘. Для данного уравнения в частных производных со-
ставляем характеристическую систему в симмет-
ричной форме:

𝑑𝑥

𝑥2
=

𝑑𝑦

𝑦(𝑧 − 𝑥)
= −

𝑑𝑧

𝑧2
.

2∘. Один из двух функционально независимых первых
интегралов находим так:

𝑑𝑥

𝑥2
+
𝑑𝑧

𝑧2
= 0 ⇒ 𝑑

(︃
1

𝑥
+

1

𝑧

)︃
= 0 ⇒

1

𝑥
+

1

𝑧
= 𝐶1.

3∘. Другой первый интеграл попробуем найти из урав-
нения

𝑑𝑥

𝑥2
=

𝑑𝑦

𝑦(𝑧 − 𝑥)
или

𝑧 − 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 =

𝑑𝑦

𝑦
.

С учетом 𝑧 =
𝑥

𝐶1𝑥− 1
— условия связи, следующе-

го из уже найденного первого интеграла, получаем(︃
1

𝑥(𝐶1𝑥− 1)
−

1

𝑥

)︃
𝑑𝑥 =

𝑑𝑦

𝑦
.

Разложение первого слагаемого в больших скобках
дает

1

𝑥(𝐶1𝑥− 1)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝐶1𝑥− 1
⇒ 𝐴 = −1; 𝐵 = 𝐶1.

Откуда

−
2

𝑥
𝑑𝑥+

𝐶1

𝐶1𝑥− 1
𝑑𝑥 =

𝑑𝑦

𝑦
,

− ln𝑥2 + ln |𝐶1𝑥− 1| = ln |𝑦| + ln |𝐶2| .

Поэтому
𝐶1𝑥− 1

𝑥2𝑦
= 𝐶2 , что, с учетом равенства
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𝑧 =
𝑥

𝐶1𝑥− 1
, окончательно дает

1

𝑥𝑦𝑧
= 𝐶2.

Найденные первые интегралы, очевидно, функ-
ционально независимы, поскольку формула для
одного из них содержит независимую переменную
𝑦, а для другого не содержит. Таким образом, в си-
лу теоремы 6.5.1, общее решение исходного урав-
нения будет иметь вид

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Φ

(︃
1

𝑥
+

1

𝑧
, 𝑥𝑦𝑧

)︃
.

4∘. Рассмотрим теперь задачу Коши. Отметим, что
в данной задаче 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦, а начальная по-
верхность 𝛾 — это плоскость 𝑥 − 𝑧 = 0, то есть
𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥− 𝑧. Составим вначале вспомогатель-
ную систему уравнений (6.5.5), включающую фор-
мулы первых интегралов и уравнение, задающее
начальную поверхность:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1

𝑥
+

1

𝑧
= 𝐶1,

𝑥𝑦𝑧 = 𝐶2,
𝑥− 𝑧 = 0.

(6.5.6)

Конкретный вид функции Ψ, дающей решение за-
дачи Коши, можно найти, если при помощи вспо-
могательной системы (6.5.6) выразить независи-
мые переменные через 𝐶1 и 𝐶2 и подставить эти
выражения в формулу начальной поверхности.
Действительно, из системы (6.5.6) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 =
2

𝐶1
,

𝑦 =
𝐶2

1𝐶2

4
,

𝑧 =
2

𝐶1
.
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Решение
получено.

Первые интегралы (равно как и любые непрерыв-
но дифференцируемые функции от них) сохраня-
ют постоянные значения на траекториях характе-
ристической системы.
Поэтому те условия связи между первыми инте-
гралами, которые имеют место на начальной по-
верхности, остаются верными при движении вдоль
траекторий.
В нашем случае на начальной поверхности

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 =
𝐶2

1𝐶2

4
,

поэтому решением задачи Коши будет функция

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(︃
1

𝑥
+

1

𝑧

)︃2

𝑥𝑦𝑧

4
=

(𝑥+ 𝑧)2𝑦

4𝑥𝑧
.
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Глава 7

Введение в вариационное
исчисление

7.1. Простейшая задача
вариационного исчисления

В курсе математического анализа были рассмотрены задачи отыс-
кания экстремумов функций как одной, так и многих переменных.

Однако еще со времен Древнего мира были известны экстремаль-
ные задачи, которые (в системах современных терминов и обозначе-
ний) не могут быть решены конечномерными методами.

Например, еще в Древней Греции было известно, что линией за-
данной фиксированной длины, ограничивающей на плоскости фигуру
с максимальной площадью, является окружность. (Подробно эту за-
дачу мы рассмотрим в § 7.4.)

Другой оптимизационной задачей, не решаемой методами конеч-
номерного математического анализа, которую сформулировал в конце
XVII века Иоганн Бернулли, является так называемая задача о брахи-
стохроне, имеющая следующую формулировку.

Пусть в вертикальной плоскости даны две не лежащие на од-
ной вертикали точки 𝐴 и 𝐵. Требуется найти гладкую траекто-
рию, соединяющею эти точки, по которой материальная точка
под действием силы тяжести скатится из 𝐴 в 𝐵 за минимальное
время.

Приведем формализованную постановку этой задачи.
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Пусть начало координат находится в точке 𝐴, ось 𝑂𝑥 направле-
на горизонтально влево, а ось 𝑂𝑦 – вертикально вниз. Пусть точка 𝐵
имеет координаты {𝑃, 𝑄}. Требуется найти гладкую линию, являю-

щуюся графиком функции 𝑦(𝑥) (параметрически
{︂
𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡),

), начав

по которой при 𝑡 = 0 движение из 𝐴, под действием силы тяжести
материальная точка попадет в 𝐵 за минимально возможное время.

Как известно из курса физики, скорость движения материальной

точки в однородном поле тяжести равна 𝑣 =
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

√
2𝑔𝑦, в то время

как дифференциал длины дуги траектории 𝑑𝑆 =
√︀

1 + 𝑦′2 𝑑𝑥. Откуда

𝑑𝑡 =
𝑑𝑆

𝑣
=

√︀
1 + 𝑦′2 𝑑𝑥
√

2𝑔𝑦
.

Окончательно получаем, что решением задачи является функция
𝑦(𝑥), минимизирующая выражение вида

𝐽
(︁
𝑦(𝑥)

)︁
=

1
√

2𝑔

𝑃∫︁
0

√︃
1 + 𝑦′2(𝑥)

𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

при условиях: 𝑦(0) = 0 и 𝑦(𝑃 ) = 𝑄.

Решение этой задачи можно найти, например, в [1], гл. 9, § 1.

Мы же вначале рассмотрим обобщение постановки этой задачи в
следующем виде.

Обозначим как 𝒞1[𝑎, 𝑏] множество всех непрерывно дифференци-
руемых на [𝑎, 𝑏] вещественных функций, расстояние между которыми
определяется формулой

𝜌 (𝑦1, 𝑦2) = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)|+ max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦′1(𝑥) − 𝑦′2(𝑥)| ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝒞1[𝑎, 𝑏] .

Заметим, что множество 𝒞1[𝑎, 𝑏] является линейным нормированным
пространством c нормой

⟨𝑦⟩ = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦(𝑥)| + max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦′(𝑥)| . (7.1.1)

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) — непрерывно дифференцируемая при всех 𝑥 ∈
[𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ (−∞,+∞) и 𝑝 ∈ (−∞,+∞) функция. Рассмотрим функцио-
нал

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹
(︁
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 (7.1.2)
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на множестве 𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝒞1[𝑎, 𝑏] функций 𝑦(𝑥), удовлетворяющих усло-

виям 𝑦(𝑎) = 𝐴 и 𝑦(𝑏) = 𝐵.
Проверьте самостоятельно (это будет полезно для дальнейшего),

что множество 𝒞1
00[𝑎, 𝑏] является линейным пространством, а множе-

ство 𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] при |𝐴| + |𝐵| ≠ 0 – не является.

Определение
7.1.1

Будем говорить, что функционал (7.1.2) дости-
гает на функции 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] слабого локаль-
ного минимума (максимума), если найдется чис-
ло 𝜀 > 0 такое, что

∀𝑦(𝑥) ∈ 𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] с 𝜌 ( 𝑦(𝑥), 𝑦*(𝑥) ) < 𝜀

выполняется неравенство

𝐽(𝑦) ≥ 𝐽(𝑦*) ( 𝐽(𝑦) ≤ 𝐽(𝑦*) ) .

Если неравенства строгие при 𝑦 ̸= 𝑦*, то говорят
о строгом экстремуме. В случае, когда неравен-
ства удовлетворяются для всех функций 𝑦(𝑥) ∈
𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏], экстремум абсолютный.

Задачу отыскания слабого локального экстремума при использова-
нии нормы (7.1.1) называют простейшей вариационной задачей или
же задачей с закрепленными концами.

Основным инструментом при исследовании на экстремум функ-
ционала вида (7.1.2) служит его вариация – функционал, являющийся
аналогом производной по направлению от функции многих перемен-
ных. Для его определения нам потребуется еще одно подмножество в
пространстве 𝒞1[𝑎, 𝑏], а именно 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] – множество непрерывно диф-
ференцируемых на [𝑎, 𝑏] функций ℎ(𝑥) таких, что ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0.

Заметим, что при любом вещественном параметре 𝛼 функция
𝑦(𝑥, 𝛼) = 𝑦(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏], если ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏]. Это свойство

дает основание называть 𝛼ℎ(𝑥) допустимым приращением (или, как
иногда говорят, допустимой вариацией) 𝑦(𝑥) – аргумента исследуемо-
го функционала (7.1.2). Наконец, рассматривая при малых по модулю
𝛼 множество значений функционала

𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝛼ℎ′(𝑥)) 𝑑𝑥 , (7.1.3)
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можно делать заключения об экстремальных свойствах исходного
функционала (7.1.2) в малой окрестности функции 𝑦(𝑥) (в простран-
стве 𝒞1[𝑎, 𝑏]).

Более конкретно, величину и направление изменения 𝐽(𝑦+𝛼ℎ) (как
функции параметра 𝛼 при фиксированных 𝑦(𝑥) и ℎ(𝑥)) можно оцени-

вать числом
𝑑𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

.

В сделанных предположениях (для малых по модулю значений 𝛼)
функционал 𝐽(𝑦+𝛼ℎ) является непрерывно дифференцируемой функ-
цией 𝛼. С другой стороны, (7.1.3) можно рассматривать как собствен-
ный интеграл, зависящий от параметра 𝛼, для которого справедлива
теорема Лейбница (см., например, [4]), утверждающая, что

𝑑𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

=

=

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦
ℎ(𝑥) +

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦′
ℎ′(𝑥)

)︃
𝑑𝑥 . (7.1.4)

Определение
7.1.2

Выражение
𝑑𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

называется первой вариацией функционала 𝐽(𝑦)
на функции 𝑦(𝑥) при ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏].
Первую вариацию принято обозначать 𝛿𝐽(𝑦, ℎ).

Обратите внимание на структурное сходство формулы (7.1.4) с фор-
мулой

𝜕𝐹

𝜕𝑙
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑘
𝜔𝑘 ,

определяющей в 𝐸𝑛 величину производной функции 𝐹 (𝜉1, 𝜉2, . . . 𝜉𝑛)

по направлению ‖𝑙‖ = ‖𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛‖T .

Необходимое условие существования слабого экстремума, исполь-
зуя понятие первой вариации, формулирует
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Теорема
7.1.1

Если 𝑦*(𝑥) есть решение простейшей вариацион-
ной задачи, то 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏].

Доказательство

Пусть для определенности функционал 𝐽(𝑦) имеет на функ-
ции 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] слабый локальный минимум. Тогда,
согласно определению 7.1.1, в 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] существует некото-
рая окрестность 𝑈𝜀(𝑦

*) такая, что ∀𝑦(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑦
*) выполнено

неравенство 𝐽(𝑦(𝑥)) ≥ 𝐽(𝑦*(𝑥)).
При этом 𝑦(𝑥) может быть представлена в виде 𝑦*(𝑥)+𝛼ℎ(𝑥),
где ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏]. И для непрерывно дифференцируемой по
параметру 𝛼 функции 𝐽(𝑦*(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥)) верно неравенство

𝐽 (𝑦*(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥)) ≥ 𝐽(𝑦*(𝑥)) ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏].

Значит функция 𝐽(𝑦*(𝑥) +𝛼ℎ(𝑥)) имеет минимум в 𝛼 = 0 и,
следовательно, ее производная

𝑑𝐽(𝑦* + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

= 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0

(в силу (7.1.4) и определения 7.1.2) для любой фиксирован-
ной функции ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏].

Теорема доказана.

При использовании теоремы 7.1.1 необходимо убеждаться в равен-
стве нулю первой вариации 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) одновременно для всех функций
ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏], что может оказаться непростой задачей.
Более удобное для практического использования необходимое усло-

вие экстремума в случае простейшей вариационной задачи можно по-
лучить (следуя Лагранжу), проверив, что верна (часто называемая
основной леммой вариационного исчисления)

Лемма
7.1.1

Если 𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎, 𝑏]

и
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏],

то 𝑓(𝑥) ≡ 0 на [𝑎, 𝑏].
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Доказательство

Предположим противное. Пусть 𝑓(𝑥) ̸≡ 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тогда
∃𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] такое, что 𝑓(𝑥0) ̸= 0. Например, пусть 𝑓(𝑥0) > 0.

В силу непрерывности 𝑓(𝑥) найдутся 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) и ∆ > 0

такие, что 𝑓(𝑥) ≥
1

2
𝑓(𝑥0) ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − ∆, 𝑥0 + ∆] ⊆ (𝑎, 𝑏).

В 𝒞1
00[𝑎, 𝑏] выберем функцию (см. рис. 7.1) ℎ(𝑥) =

=

{︂
(𝑥− (𝑥0 − ∆))2(𝑥− (𝑥0 + ∆))2, 𝑥 ∈ [𝑥0 − ∆, 𝑥0 + ∆],
0, 𝑥 ̸∈ [𝑥0 − ∆, 𝑥0 + ∆].

Согласно интегральной теореме о среднем имеем оценку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑥0+Δ∫︁
𝑥0−Δ

𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝑓(𝜉)

𝑥0+Δ∫︁
𝑥0−Δ

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 ≥
1

2
𝑓(𝑥0)

𝑥0+Δ∫︁
𝑥0−Δ

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 > 0 ,

где 𝜉 ∈ (𝑥0−∆, 𝑥0+∆). Но это противоречит условию леммы.

Лемма доказана.

Рис. 7.1. График функции ℎ(𝑥)

Лемма 7.1.1 позволяет получить необходимое условие простейшей
вариационной задачи в следующей упрощенной форме, которую дает
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Теорема
7.1.2

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) — дважды непрерывно диффе-
ренцируемая при всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ (−∞,+∞) и
𝑝 ∈ (−∞,+∞) функция. Если дважды непрерыв-
но дифференцируемая функция 𝑦*(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
есть решение простейшей вариационной задачи,
то она удовлетворяет уравнению Эйлера:

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 0 . (7.1.5)

Доказательство

Поскольку 𝑦*(𝑥) есть решение простейшей вариационной за-
дачи, то 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0 для любой ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏]. С учетом
формулы (7.1.4) это дает

0 =

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕𝑦
ℎ(𝑥) +

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕𝑦′
ℎ′(𝑥)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑦*

𝑑𝑥.

В условиях теоремы второе слагаемое в подынтегральной
функции можно проинтегрировать по частям

0 =
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦′
ℎ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑏

𝑎

+

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

)︃
𝑦=𝑦*

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

)︃
𝑦=𝑦*

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 ,

поскольку ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0.

Из непрерывности функции

𝑓(𝑥) =

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑦*

и основной леммы вариационного исчисления (лемма 7.1.1)
следует, что 𝑦*(𝑥) удовлетворяет уравнению Эйлера (7.1.5).

Теорема доказана.
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Определение
7.1.3

Всякое решение уравнения Эйлера (7.1.5) назы-
вается экстремалью функционала 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑦′).
В случае, когда эта экстремаль принадлежит
множеству 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏], она называется допустимой
экстремалью.

Сделанное при выводе уравнения Эйлера предположение о непре-
рывности второй производной допустимой экстремали оказывается из-
лишним, если использовать, приводимою здесь без доказательства,
следующую лемму.

Лемма
7.1.2
(Дюбуа-
Реймона)

Если 𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎, 𝑏]

и
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)ℎ′(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏],

то 𝑓(𝑥) ≡ const на [𝑎, 𝑏].

Действительно, пусть 𝐺(𝑥) =
𝑥∫︀
𝑎

𝜕𝐹 (𝑢, 𝑦(𝑢), 𝑦′(𝑢))

𝜕𝑦
𝑑𝑢 . Тогда, в силу

теоремы 7.1.1 и формулы 7.1.4, имеем

𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0 =

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝐺′(𝑥)ℎ+

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
ℎ′

)︃
𝑑𝑥 =

(интегрируя первое слагаемое по частям)

= 𝐺(𝑥)ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑏

𝑎

−
𝑏∫︁

𝑎

𝐺(𝑥)ℎ′𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑎

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
ℎ′𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
−𝐺(𝑥)

)︃
ℎ′𝑑𝑥 ,

если учесть, что ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏].

Применив теперь утверждение леммы Дюбуа-Реймона, получаем ин-
тегральную форму уравнения Эйлера:

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
−

𝑥∫︁
𝑎

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑑𝑢 ≡ const .

Откуда окончательно следует, что

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
−
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 0 .
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Полученное условие экстремальности является необходимым, но не
достаточным. Поэтому в тех случаях, когда допустимая экстремаль
однозначно определяется уравнением Эйлера и граничными условия-
ми, целесообразно попытаться выполнить исследование на экстремаль-
ность непосредственно по определению 7.1.1. Использование этого ме-
тода иллюстрирует

Задача
7.1.1

Решить простейшую вариационную задачу

𝐽(𝑦) =

1∫︁
0

(︃
𝑥3 +

1

2
𝑦2 + 2𝑦′2

)︃
𝑑𝑥 , 𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 2 .

Решение Заметим, что

𝐽(𝑦) =
1

4
+

1∫︁
0

(︃
1

2
𝑦2 + 2𝑦′2

)︃
𝑑𝑥 ,

и исследование на экстремальность достаточно выпол-

нить для функционала 𝐽(𝑦) =
1∫︀
0

(︃
1

2
𝑦2 + 2𝑦′2

)︃
𝑑𝑥 .

Составим и решим уравнение Эйлера. Имеем

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑦 ,

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 4𝑦′ ,

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 4𝑦′′ .

Тогда
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
−
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 0 =⇒ 4𝑦′′ − 𝑦 = 0 .

Общее решение этого уравнения

𝑦(𝑥) = 𝐶1 exp

(︃
𝑥

2

)︃
+ 𝐶2 exp

(︃
−
𝑥

2

)︃

есть множество всех экстремалей, в том числе и допусти-
мых. Граничные условия есть система уравнений{︂

𝐶1 + 𝐶2 = 0 ,

𝐶1𝑒
1
2 + 𝐶2𝑒

− 1
2 = 2 .
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Решение
получено.

Откуда находим, что

𝐶1 = −𝐶2 =
1

sh
1

2

,

и единственная допустимая экстремаль дается формулой

𝑦*(𝑥) =
2 sh

𝑥

2

sh
1

2

.

Исследуем найденную допустимую экстремаль на опти-
мальность. Пусть ℎ(𝑥) – произвольная пробная функция
из класса 𝒞1

00[0, 1]. Оценим знак приращения функциона-
ла

𝐽(𝑦* + ℎ) − 𝐽(𝑦*) =

=

1∫︁
0

(︂
(𝑦* + ℎ)2

2
+ 2((𝑦*)′ + ℎ′)2 − (𝑦*)2

2
− 2((𝑦*)′)2

)︂
𝑑𝑥 =

=

1∫︁
0

𝑦*ℎ 𝑑𝑥+ 4

1∫︁
0

(𝑦*)′ℎ′ 𝑑𝑥+

1∫︁
0

(︃
ℎ2

2
+ 2ℎ′2

)︃
𝑑𝑥 =

(проинтегрировав второй интеграл по частям и перегруп-
пировав слагаемые)

=

1∫︁
0

(𝑦* − 4(𝑦*)′′)ℎ 𝑑𝑥+4(𝑦*)′ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

+

1∫︁
0

(︃
ℎ2

2
+ 2ℎ′2

)︃
𝑑𝑥 ≥ 0,

поскольку первый интеграл равен нулю в силу равенства
𝑦*−4(𝑦*)′′ = 0, а проинтегрированная часть есть ноль по
свойству пробной функции ℎ(0) = ℎ(1) = 0.
Таким образом, приходим к заключению о том, что допус-
тимая экстремаль 𝑦*(𝑥) доставляет исследуемому функ-
ционалу абсолютный минимум.
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Допустимая экстремаль, находимая из уравнения Эйлера, вообще
говоря, необязательно является решением простейшей вариационной
задачи. Этот факт демонстрирует

Задача
7.1.2

Решить простейшую вариационную задачу

𝐽(𝑦) =

𝜋∫︁
0

(︃
𝑦′2 −

25

4
𝑦2

)︃
𝑑𝑥 , 𝑦(0) = 1, 𝑦(𝜋) = 2 .

Решение

Решение
получено.

Уравнение Эйлера в данном случае имеет вид

𝑦′′ +
25

4
𝑦 = 0 .

Его общее решение есть

𝑦(𝑥) = 𝐶1 cos
5𝑥

2
+ 𝐶2 sin

5𝑥

2
,

а допустимая экстремаль

𝑦*(𝑥) = cos
5𝑥

2
+ 2 sin

5𝑥

2
.

Возьмем ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[0, 𝜋] вида ℎ(𝑥) =

1

𝑘
sin𝑛𝑥, где 𝑘 и 𝑛 –

произвольные натуральные числа. Тогда, выполнив пре-
образования аналогичные сделанным при решении зада-
чи 7.1.1, получим

∆𝐽 = 𝐽(𝑦* + ℎ) − 𝐽(𝑦*) =

=

𝜋∫︁
0

(︃
ℎ′2 −

25

4
ℎ2

)︃
𝑑𝑥 =

(︃
𝑛2 −

25

4

)︃
𝜋

2𝑘2
.

Откуда следует, что ∀𝑘 ∈ N :
∆𝐽 < 0 при 𝑛 = 1; 2

и ∆𝐽 > 0 при 𝑛 ≥ 3 .
Значит 𝑦*(𝑥) не является решением данной вариационной
задачи.
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В заключение обсуждения постановки простейшей задачи вариа-
ционного исчисления обратим внимание на то, что в определении 7.1.1
в названии типа экстремума присутствует прилагательное «слабый».
Возникает вопрос: какой смысл в использовании этого термина?

Ответ заключается в том, что линейное пространство, образован-
ное функциями непрерывно дифференцируемыми на [𝑎, 𝑏] не является
конечномерным. Действительно, при исследовании функционалов на
экстремум необходимо иметь количественную оценку степени близос-
ти произвольной пары элементов в этом пространстве. Как известно,
одним из способов построения такой оценки является введение нормы
элемента (например по формуле (7.1.1), т. е. превращение рассматри-
ваемого линейного пространства в нормированное. Однако различные
типы норм в линейных пространствах, не имеющих базиса, неэквива-
лентны друг другу и могут приводить при решении экстремальных
задач для одного и того же функционала к различным результатам.

Поясним сказанное следующим примером. Рассмотрим как альтер-
нативу линейному пространству непрерывно дифференцируемых на
[𝑎, 𝑏] функций с нормой (7.1.1) нормированное линейное пространство
функций, имеющих непрерывную производную, кроме, быть может,
конечного числа точек на [𝑎, 𝑏] , в которых производная имеет разрыв
первого рода. Норму во втором пространстве определим по формуле
⟨𝑦⟩ = max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑦(𝑥)| . По сложившейся исторически традиции экстремум

с такой с нормой принято называть сильным.
В качестве упражнения (решение которого имеется в [1], § 4, гл. 9)

найдите допустимую экстремаль для задачи с условиями

𝐽(𝑦) =

1∫︁
0

𝑦′
3
𝑑𝑥 , 𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 1 .

Используя определение 7.1.1 с разными нормами, покажите, что в этой
задаче на допустимой экстремали 𝑦(𝑥) = 𝑥 имеетcя слабый экстремум,
но нет сильного.

В более общем виде связь между условиями существования сильно-
го и слабого экстремума на допустимой экстремали можно сформули-
ровать так: необходимое условие слабого экстремума является необхо-
димым условием сильного, а достаточное условие сильного экстремума
есть достаточное условие слабого.
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7.2. Задачи вариационного исчисления
с функционалами обобщенного вида

Рассмотрим теперь более общие постановки задач вариационно-
го исчисления, а именно случаи, когда оптимизируемый функционал
представляется:

– интегралом, зависящим от производных высших порядков;

– интегралом, зависящим от нескольких неизвестных функций;

– кратным интегралом от неизвестной функции нескольких пере-
менных;

Функционалы, зависящие от производных высших порядков

Рассмотрим 𝒞𝑘[𝑎, 𝑏] – множество всех 𝑘 раз (𝑘 ≥ 2) непрерывно
дифференцируемых на [𝑎, 𝑏] вещественных функций, расстояние меж-
ду которыми определяется формулой

𝜌 (𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥)) = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)| +

𝑘∑︁
𝑖=1

max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒
𝑦
(𝑖)
1 (𝑥) − 𝑦

(𝑖)
2 (𝑥)

⃒⃒⃒
,

∀𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥) ∈ 𝒞𝑘[𝑎, 𝑏]

Ясно, что в этом случае множество 𝒞𝑘[𝑎, 𝑏] является линейным норми-
рованным пространством.

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘) — непрерывно дифференцируемая 𝑘+1 раз
при всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ (−∞,+∞) и 𝑝𝑖 ∈ (−∞,+∞) ∀𝑖 = [1, 𝑘] функция.
Рассмотрим функционал

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹
(︁
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), 𝑦′′(𝑥), . . . , 𝑦(𝑘)(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 (7.2.1)

на множестве 𝒞𝑘
�⃗��⃗�

[𝑎, 𝑏] ⊆ 𝒞𝑘[𝑎, 𝑏] функций 𝑦(𝑥), удовлетворяющих
условиям 𝑦(𝑖)(𝑎) = 𝐴𝑖 и 𝑦(𝑖)(𝑏) = 𝐵𝑖 ∀𝑖 = [0, 𝑘 − 1].

По аналогии с ранее использованной символикой через 𝒞𝑘
0⃗0⃗

[𝑎, 𝑏] бу-
дем обозначать подмножество функций ℎ(𝑥) в 𝒞𝑘[𝑎, 𝑏], для которых
ℎ(𝑖)(𝑎) = 0 и ℎ(𝑖)(𝑏) = 0 ∀𝑖 = [0, 𝑘 − 1]. Заметим также, что для данно-
го класса функций справедлив аналог основной леммы вариационного
исчисления.
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Определение
7.2.1

Будем говорить, что функционал (7.2.1) дости-
гает на функции 𝑦*(𝑥) слабого локального мини-
мума (максимума), если найдется число 𝜀 > 0
такое, что

∀𝑦(𝑥) ∈ 𝒞𝑘
�⃗��⃗�

[𝑎, 𝑏] : 𝜌 ( 𝑦(𝑥), 𝑦*(𝑥) ) < 𝜀

выполняется неравенство

𝐽(𝑦) ≥ 𝐽(𝑦*) (𝐽(𝑦) ≤ 𝐽(𝑦*)) .

Если неравенства строгие, то говорят о стро-
гом экстремуме. Если же неравенства удовлетво-
ряются для всех функций 𝑦(𝑥) ∈ 𝒞𝑘

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏], то экс-

тремум называют абсолютным.

Как и в случае простейшей вариационной задачи, из теоремы Лейб-
ница следует, что справедливо равенство

𝑑𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

=

=

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
ℎ(𝑥) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
ℎ′(𝑥) + . . .+

𝜕𝐹

𝜕𝑦(𝑘)
ℎ(𝑘)(𝑥)

)︃
𝑑𝑥 , (7.2.2)

левая часть которого называется первой вариацией функционала
(7.2.1).

Повторяя рассуждения проведенные в предыдущем параграфе,
нетрудно убедиться, что равенство нулю этой первой вариации есть
необходимое условие существования экстремума функционала (7.2.1).

Более того, выполнив последовательное интегрирование по частям
выражения стоящего в правой части (7.2.2), в силу свойств функций
ℎ(𝑥) ∈ 𝒞𝑘

00[𝑎, 𝑏], можно прийти к заключению, что справедлива
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Теорема
7.2.1

Если 2𝑘 раз непрерывно дифференцируемая
функция 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞𝑘

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏] является слабым экстре-

мумом для функционала (7.2.1), то она удовлет-
воряет уравнению Эйлера—Пуассона:

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
+ . . .+(−1)𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜕𝐹

𝜕𝑦(𝑘)
= 0 . (7.2.3)

Эта теорема является сравнительно удобным инструментом, позво-
ляющем выделять «подозрительные на экстремум» для функционала
(7.2.1) функции.

Определение
7.2.2

Всякое решение уравнения (7.2.3) называется
экстремалью функционала 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑘)).
В случае, когда эта экстремаль принадлежит
множеству 𝒞𝑘

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏], она называется допустимой

экстремалью.

Функционалы, зависящие
от нескольких неизвестных функций

Пусть 𝒞 1[𝑎, 𝑏] – множество всех вектор-функций �⃗�(𝑥) c непрерывно
дифференцируемыми на [𝑎, 𝑏] компонентами 𝑦𝑘(𝑥) ∀𝑘 ∈ [1, 𝑛]. В этом
случае �⃗� ′(𝑥) также будет являться вектор-функцией с компонентами
𝑦′𝑘(𝑥) ∀𝑘 ∈ [1, 𝑛]. И пусть расстояние между вектор-функциями �⃗�(1)(𝑥)
и �⃗�(2)(𝑥) определяется формулой

𝜌
(︀
�⃗�(1)(𝑥), �⃗�(2)(𝑥)

)︀
=

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑦(1)𝑘(𝑥) − 𝑦(2)𝑘(𝑥)

⃒⃒
+ max

𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝑦′(1)𝑘(𝑥) − 𝑦′(2)𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒
∀ �⃗�(1)(𝑥), �⃗�(2)(𝑥) ∈ 𝒞1[𝑎, 𝑏] .

В этом случае множество 𝒞 1[𝑎, 𝑏] является линейным нормированным
пространством.

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) — дважды непрерывно дифферен-
цируемая при всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦𝑘 ∈ (−∞,+∞) и 𝑝𝑘 ∈ (−∞,+∞) ∀𝑘 =
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[1, 𝑛] функция. Рассмотрим функционал

𝐽(�⃗�) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹

(︂
𝑥, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥), 𝑦′1(𝑥), . . . , 𝑦′𝑛(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 (7.2.4)

на множестве 𝒞 1
�⃗��⃗�

[𝑎, 𝑏] ⊆ 𝒞 1[𝑎, 𝑏] функций �⃗�(𝑥), удовлетворяющих
условиям 𝑦𝑘(𝑎) = 𝐴𝑘 и 𝑦𝑘(𝑏) = 𝐵𝑘 ∀𝑘 = [1, 𝑛].

Определение
7.2.3

Будем говорить, что функционал (7.2.4) достига-
ет на функции �⃗� *(𝑥) слабого локального мини-
мума (максимума), если найдется число 𝜀 > 0
такое, что

∀�⃗�(𝑥) ∈ 𝒞 1
�⃗��⃗�

[𝑎, 𝑏] таких, что 𝜌 (�⃗�(𝑥), �⃗� *(𝑥)) < 𝜀 ,

выполняется неравенство

𝐽(�⃗� ) ≥ 𝐽(�⃗� *) (𝐽(�⃗� ) ≤ 𝐽(�⃗� *)) .

Если неравенства строгие, то говорят о строгом
экстремуме.

Если же неравенства удовлетворяются для всех
функций �⃗�(𝑥) ∈ 𝒞 1

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏], то экстремум называют

абсолютным.

Покажем теперь, что справедлива

Теорема
7.2.2

Если дважды непрерывно дифференцируемая
вектор-функция �⃗� *(𝑥) ∈ 𝒞 2

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏] является слабым

экстремумом для функционала (7.2.4), то ее ком-
поненты удовлетворяют системе уравнений Эйлера:

𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑘
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′𝑘
= 0 ∀𝑘 ∈ [1, 𝑛] . (7.2.5)
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Доказательство

Присвоим в функционале (7.2.4) всем компонентам, за ис-
ключением 𝑘-й, �⃗�(𝑥) значения �⃗� *(𝑥). Получим простейшую
задачу вариационного исчисления относительно 𝑦𝑘(𝑥).

Необходимое условие экстремума 𝑦𝑘(𝑥) имеет вид 𝑘-го урав-
нения системы (7.2.5.) Поскольку 𝑘 ∈ [1, 𝑛] может быть лю-
бым натуральным, то все уравнения системы (7.2.5) спра-
ведливы.

Теорема доказана.

Определение
7.2.4

Всякое решение системы уравнений (7.2.5) назы-
вается экстремалью функционала

𝐽
(︁
𝑥, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥), 𝑦′1(𝑥), . . . , 𝑦′𝑛(𝑥)

)︁
.

В случае, когда эта экстремаль принадлежит
множеству 𝒞 1

�⃗��⃗�
[𝑎, 𝑏], она называется допустимой

экстремалью.

Функционалы, являющиеся кратными интегралами

В большом числе важных для приложений классов вариационных
задач подлежащий оптимизации функционал представляется кратным
интегралом некоторого порядка. Ниже будут приведены (без полного
теоретического обоснования) основные сведения, относящиеся к слу-
чаю двойного интеграла, поскольку формальное увеличение размер-
ности не приводит к возникновению каких-либо дополнительных тео-
ретических трудностей.

Пусть C1(Ω) – множество всех непрерывно дифференцируемых
функций 𝑢(𝑥, 𝑦), определенных в замкнутой, ограниченной кусочно-
гладкой линией 𝜕Ω и измеримой по Жордану, области Ω, принадле-
жащей декартовой координатной плоскости с ортонормированным ба-
зисом.

Определим расстояние между вектор-функциями 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦)
формулой

𝜌 (𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) = max
(𝑥,𝑦)∈Ω

|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑣(𝑥, 𝑦)|+

+ max
(𝑥,𝑦)∈Ω

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+ max

(𝑥,𝑦)∈Ω

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
−
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
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∀𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ C1(Ω) .

В этом случае множество C1(Ω) является линейным нормированным
пространством.

Обозначим через C1
0(Ω) подмножество функций ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ C1(Ω)

таких, что ℎ(𝑥, 𝑦) = 0 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω. Тогда справедлива, обобщающая
лемму 7.1.1 — основную лемму вариационного исчисления,

Лемма
7.2.1

Пусть 𝑓(𝑥, 𝑦) непрерывна в Ω и ∀ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ C1
0(Ω) :∫︁∫︁

Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0 ,

тогда 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω.

Доказательство леммы проводится «от противного» и дословно
повторяет рассуждения, использованные при доказательстве основ-
ной леммы вариационного исчисления, за исключением формулы для
функции ℎ(𝑥, 𝑦).

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝜅) — дважды непрерывно дифференцируемая при
всех (𝑥, 𝑦) ∈ Ω и (𝜉, 𝜂, 𝜅) ∈ (−∞,+∞) функция.

Рассмотрим функционал

𝐽(𝑢) =

∫︁∫︁
Ω

𝐹

(︂
𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 (7.2.6)

на множестве C1
𝐺(Ω) ⊆ C1(Ω) функций 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющих

условию
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑥, 𝑦) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω,

где 𝐺(𝑥, 𝑦) — некоторая заданная и непрерывная на 𝜕Ω функция.
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Определение
7.2.5

Будем говорить, что функционал (7.2.6) достига-
ет на функции 𝑢*(𝑥, 𝑦) слабого локального мини-
мума (максимума), если найдется число 𝜀 > 0
такое, что

∀𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ C1
𝐺(Ω) и 𝜌 ( 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑢*(𝑥, 𝑦) ) < 𝜀

выполняется неравенство

𝐽(𝑢) ≥ 𝐽(𝑢*) (𝐽(𝑢) ≤ 𝐽(𝑢*)) .

Если неравенства строгие, то говорят о стро-
гом экстремуме. Если же неравенства удовлетво-
ряются для всех функций 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ C1

𝐺(Ω), то экс-
тремум называют абсолютным.

В сделанных предположениях оказывается справедливой

Теорема
7.2.3

Если дважды непрерывно дифференцируемая
вектор-функция 𝑢*(𝑥, 𝑦) ∈ C1

𝐺(Ω) является слабым
экстремумом для функционала (7.2.6), то она удо-
влетворяет уравнению Эйлера—Остроградского:

𝜕𝐹

𝜕𝑢
−

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝜂
−

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝜅
= 0 , (7.2.7)

где 𝜂 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜅 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, а

𝜕

𝜕𝑥
и

𝜕

𝜕𝑦
– операторы полных

частных производных.

Определение
7.2.6

Всякое решение уравнения (7.2.7) называется
экстремалью функционала

𝐽

(︃
𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︃
.

В случае, когда эта экстремаль принадлежит
множеству C1

𝐺(Ω), она называется допустимой
экстремалью.
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7.3. Задачи вариационного исчисления
с граничными условиями
обобщенного вида

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) — дважды непрерывно дифференцируемая при
всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ (−∞,+∞) и 𝑝 ∈ (−∞,+∞) функция. И пусть 𝑦(𝑥)
принадлежит 𝒞1

𝐴−[𝑎, 𝑏] – множеству непрерывно дифференцируемых
на [𝑎, 𝑏] функций таких, что 𝑦(𝑎) = 𝐴.

Определение
7.3.1

Задача отыскания слабого экстремума (то есть
функции 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴−[𝑎, 𝑏] с 𝑦*(𝑎) = 𝐴) функцио-
нала

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹
(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 (7.3.1)

называется задачей со свободным концом.

Данное название отражает тот факт, что искомая функция при
𝑥 = 𝑏 может иметь любое значение.

Необходимое условие оптимальности для задачи со свободным кон-
цом дает

Теорема
7.3.1

Если дважды непрерывно дифференцируемая
функция 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴−[𝑎, 𝑏] есть решение задачи со
свободным концом, то она удовлетворяет уравне-
нию Эйлера:

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 0

и граничному условию:

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

= 0 . (7.3.2)
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Доказательство

Поскольку 𝑦*(𝑥) есть решение задачи 7.3.1 (задачи со сво-
бодным концом), то 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0 для любой ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

0−[𝑎, 𝑏],
то есть такой, что ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1[𝑎, 𝑏] и ℎ(𝑎) = 0.

Используя теорему Лейбница и рассуждая как при доказа-
тельстве теоремы 7.1.2, получаем

0 =
𝑑𝐽(𝑦* + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

=

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
ℎ(𝑥) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
ℎ′(𝑥)

)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑦*

𝑑𝑥 .

Второе слагаемое в подынтегральной функции можно про-
интегрировать по частям. Тогда, с учетом ℎ(𝑎) = 0, прихо-
дим к равенству

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕𝑦′
ℎ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

+

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑦*

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Последнее равенство должно выполняться при любых
ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

0−[𝑎, 𝑏], в том числе и для таких, что ℎ(𝑏) = 0. То-
гда по основной лемме вариационного исчисления получаем,
что для 𝑦*(𝑥) справедливо уравнение Эйлера, а необходимое
условие принимает вид

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦′

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

ℎ(𝑏) = 0 ,

что в силу произвольности ℎ(𝑏) приводит к равенству (7.3.2).

Теорема доказана.

Определение
7.3.2

Всякое решение уравнения Эйлера называется
экстремалью в задаче со свободным концом.
В случае, когда экстремаль принадлежит множе-
ству 𝒞1

𝐴−[𝑎, 𝑏], она называется допустимой экс-
тремалью.

Заметим, что аналогичное необходимое условие оптимальности мо-
жет быть получено и для левого конца отрезка [𝑎, 𝑏].
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В задаче со свободным концом правый конец допустимой экстре-
мали мог находиться в любой точке прямой 𝑥 = 𝑏. Поэтому ее обобще-
нием естественно считать задачу с подвижной границей, которая за-
ключается в поиске экстремали (7.3.1) при условии, что правый конец
экстремали находится на достаточно гладкой линии 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑑]
такой, что 𝑎 < 𝑐 и 𝑦*(𝑏) = 𝑓(𝑏).

Обратите внимание, что в такой постановке значение 𝑏 является
неизвестным.

Необходимое условие оптимальности в задаче с подвижной грани-
цей дает

Теорема
7.3.2

Если дважды непрерывно дифференцируемая
функция 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞2

𝐴−[𝑎, 𝑏] есть решение задачи с
правым концом, лежащем на линии 𝑦 = 𝑓(𝑥), то
она удовлетворяет уравнению Эйлера:

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 0 ,

для которого 𝑦(𝑎) = 𝐴, а также граничному усло-
вию при 𝑥 = 𝑏, носящему название условие транс-
версальности:(︃

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) + (𝑓 ′(𝑥) − 𝑦′(𝑥))
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕𝑦′

)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

= 0 .

(7.3.3)

Доказательство этой теоремы, как и в ранее рассмотренных слу-
чаях, основано на использовании необходимого условия экстрему-
ма дифференцируемой функции одной переменной, свойств пробной
функции, теоремы Лейбница и операции интегрирования по частям.

Вычислительные особенности решения вариационных задач с по-
движной границей демонстрирует
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Задача
7.3.1

Найти допустимые экстремали для вариационной задачи
с подвижной границей для функционала

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
0

(︀
𝑦 − 𝑦′2

)︀
𝑑𝑥

с граничными условиями 𝑦(0) = 0, 𝑦(𝑏) = 𝑏2 − 2 .

Решение Отметим вначале, что в данной задаче 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2.
Поскольку

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 1,

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= −2𝑦′,

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= −2𝑦′′ ,

то уравнение Эйлера будет иметь вид 1 + 2𝑦′′ = 0 , а его
решение

𝑦(𝑥) = −
1

4
𝑥2 + 𝐶𝑥+ 𝐶1 .

Откуда из левого граничного условия 𝑦(0) = 0 находим,
что 𝐶1 = 0 .

Граничное условие на правом конце является системой
равенства 𝑦(𝑏) = 𝑏2 − 2 и условия трансверсальности.
Иначе говоря, неизвестные величины 𝐶 и 𝑏 должны, во-
первых, удовлетворять равенству

−
1

4
𝑏2 + 𝐶𝑏 = 𝑏2 − 2 , (7.3.4)

и, во-вторых, условию трансверсальности(︃
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) + (𝑓 ′ − 𝑦′)

𝜕𝐹

𝜕𝑦′

)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

= 0 ,

подстановка в которое конкретных условий решаемой за-
дачи приводит к однородному уравнению вида

2𝑏2 − 4𝑏𝐶 + 𝐶2 = 0.
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Решение
получено.

Последнее уравнение дает либо

𝐶 = (2 +
√

2)𝑏, либо 𝐶 = (2 −
√

2)𝑏.

В первом из этих случаев уравнение (7.3.4) вещественных
решений не имеет, а во втором находится положительное
значение

𝑏 =
4
√

2 ·
√︀

4
√

2 + 3
√

23
,

составляющее совместно с 𝑦*(𝑥) = −
1

4
𝑥2 + 𝐶𝑥 решение

задачи.

7.4. Условные вариационные задачи

В большом числе практически важных вариационных задач до-
полнительные условия (сужающие множество допустимых вариаций)
не сводятся лишь к модификации оптимизируемого функционала или
граничных условий, а являются ограничениями более общего вида.

Изопериметрическая задача
Пример одной из таких задач, условно называемых изопериметри-

ческими: отыскание на плоскости замкнутой линии заданной длины,
ограничивающей фигуру максимально возможной площади, был изве-
стен еще в античные времена, равно как и ее решение – окружность.

Приведем возможную постановку изопериметрической задачи.
Пусть функции 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) и 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑝) дважды непрерывно дифферен-
цируемы при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и 𝑦 ; 𝑝 ∈ (−∞,+∞). Рассмотрим задачу отыс-
кания экстремума функционала по 𝑦(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] :

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) 𝑑𝑥 (7.4.1)

при условии

𝐻(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑙 , (7.4.2)

295



где 𝐴,𝐵 и 𝑙 – заданные числа. Уравнение (7.4.2) принято называть
условием связи, а функционал (7.4.1) – целевым функционалом.

Метод решения изопериметрической задачи – отыскания локально-
го слабого экстремума функционала (7.4.1) – при условии (7.4.2) явля-
ется аналогом метода множителей Лагранжа для задачи на условный
экстремум функций многих переменных. Его основой служат функция
Лагранжа:

𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), 𝜆) = 𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) + 𝜆𝐺(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) , 𝜆 ∈ 𝑅,

и

Теорема
7.4.1

Если дважды непрерывно дифференцируемая
функция 𝑦*(𝑥) есть решение изопериметрической
задачи и вариация 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ) ̸= 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏],
тогда найдется такое 𝜆, что 𝑦*(𝑥) удовлетворяет
уравнению Эйлера следующего вида

𝜕𝐿

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= 0 .

Доказательство

Из условия теоремы следует, что если ℎ0(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏], то

𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0) ̸= 0. Рассмотрим функционалы

𝑢(𝛼, 𝛼0) = 𝐽(𝑦*(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥) + 𝛼0ℎ0(𝑥)) ,

𝑣(𝛼, 𝛼0) = 𝐻(𝑦*(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥) + 𝛼0ℎ0(𝑥))

как функции от параметров 𝛼 и 𝛼0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏].

К этим функциям применимы известные теоремы о непре-
рывности и дифференцируемости собственных интегралов,
зависящих от параметров, и дающие равенства

𝑢(0, 0) = 𝐽(𝑦*) ,
𝜕𝑢(0, 0)

𝜕𝛼
= 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) ,

𝜕𝑢(0, 0)

𝜕𝛼0
= 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ0) ;
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𝑣(0, 0) = 𝐻(𝑦*) ,
𝜕𝑣(0, 0)

𝜕𝛼
= 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ) ,

𝜕𝑣(0, 0)

𝜕𝛼0
= 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0) .

Их следствие – необходимое условие экстремальности 𝑦*(𝑥),
вытекающее из необходимого условия в задачах на условный
экстремум – можно записать (покажите это самостоятельно
или с помощью [1], гл. 9, § 5) в виде тождества

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝛼, 𝛼0)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=𝛼0=0

≡ 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1
00[𝑎, 𝑏].

Последнее равенство можно преобразовать следующим об-
разом: ⃒⃒⃒⃒

𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ)
𝛿𝐽(𝑦*, ℎ0) 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0)

⃒⃒⃒⃒
≡ 0

или 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ)−
𝛿𝐽(𝑦*, ℎ0)

𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0)
𝛿𝐻(𝑦*, ℎ) ≡ 0 .

В нашем случае 𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0) ̸= 0 , поэтому существует конеч-

ное 𝜆 = −
𝛿𝐽(𝑦*, ℎ0)

𝛿𝐻(𝑦*, ℎ0)
такое, что

𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) + 𝜆𝛿𝐻(𝑦*, ℎ) ≡ 0 ,

или же в интегральной форме

𝑏∫︁
𝑎

[︃(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦
+ 𝜆

𝜕𝐺

𝜕𝑦

)︃
ℎ+

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+ 𝜆

𝜕𝐺

𝜕𝑦′

)︃
ℎ′

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑦*

𝑑𝑥 ≡ 0 ,

(7.4.3)
поскольку

𝛿𝐻(𝑦, ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕𝐺

𝜕𝑦
ℎ+

𝜕𝐺

𝜕𝑦′
ℎ′

)︃
𝑑𝑥 .

Интегрируя по частям слагаемое с ℎ′(𝑥) и применяя к ре-
зультату интегрирования основную лемму вариационного
исчисления (лемму 7.1.1), получаем утверждение теоремы.

Теорема доказана.
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Проиллюстрируем применение этой теоремы следующими приме-
рами.

Задача
7.4.1

Решить изопериметрическую задачу для функционала

𝐽(𝑦) =

1∫︁
0

(𝑦′)
2
𝑑𝑥

с граничными условиями 𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 2 и условием
связи

𝐻(𝑦) =

1∫︁
0

𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 1 .

Решение Лагранжиан в данной задаче имеет вид

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝜆) = (𝑦′)2 + 𝜆𝑥𝑦.

Уравнение Эйлера для него будет 2𝑦′′−𝜆𝑥 = 0 , поскольку

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 𝜆𝑥 ,

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= 2𝑦′ ,

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= 2𝑦′′ .

Подставив общее решение уравнения Эйлера – уравнение
экстремалей:

𝑦(𝑥) =
𝜆

12
𝑥3 + 𝐶1𝑥+ 𝐶2

в условие связи и приняв во внимание граничные условия,

находим, что 𝐶1 =
9

2
, 𝐶2 = 0 и 𝜆 = −30, и, следовательно,

допустимая экстремаль имеет вид

𝑦*(𝑥) = −
5

2
𝑥3 +

9

2
.

Выясним теперь тип найденной допустимой экстремали.

Пусть функция ℎ(𝑥) такова, что ℎ(0) = ℎ(1) = 0.
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Решение
получено.

Кроме того, условие связи не должно нарушаться при
варьировании, поэтому из равенства

1∫︁
0

𝑥(𝑦* + ℎ) 𝑑𝑥 = 1 должно следовать
1∫︁

0

𝑥ℎ 𝑑𝑥 = 0 .

Имеем оценку

∆𝐽 = 𝐽(𝑦* + ℎ) − 𝐽(𝑦*) =

1∫︁
0

(︀
2(𝑦*)′ℎ′ + (ℎ′)2

)︀
𝑑𝑥 =

(интегрируя по частям первое слагаемое и используя
уравнение Эйлера: 2(𝑦*)′′ − 𝜆𝑥 = 0, получаем c учетом
свойств функции ℎ(𝑥))

= 2𝑦*′ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

−
1∫︁

0

2(𝑦*)′′ℎ 𝑑𝑥+

1∫︁
0

(ℎ′)2𝑑𝑥 =

= −𝜆
1∫︁

0

𝑥ℎ 𝑑𝑥+

1∫︁
0

(ℎ′)2𝑑𝑥 =

1∫︁
0

(ℎ′)2𝑑𝑥 ≥ 0 .

То есть 𝑦*(𝑥) доставляет целевому функционалу абсолют-
ный минимум.

Задача
7.4.2

Среди непрерывно дифференцируемых на промежутке
[𝑎, 𝑏] функций 𝑦(𝑥) ≥ 0 таких, что 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0, име-
ющих график длиной 𝐷, найти те, у которых на этом
промежутке площадь фигуры, ограниченной графиком
функции и осью 𝑂𝑥, максимальна.

Решение Лагранжев функционал в рассматриваемой задаче будет

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝜆) = 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑦′) + 𝜆𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑦′) =
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=

𝑏∫︁
𝑎

𝑦 𝑑𝑥+ 𝜆

𝑏∫︁
𝑎

√︁
1 + 𝑦′2 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

(︁
𝑦 + 𝜆

√︁
1 + 𝑦′2

)︁
𝑑𝑥 .

Для этого функционала уравнение Эйлера имеет вид

𝑑

𝑑𝑥

𝜆𝑦′√︁
1 + 𝑦′2

− 1 = 0 ,

интегрирование которого дает

𝑦′√︁
1 + 𝑦′2

=
𝑥− 𝐶1

𝜆
=⇒ 𝑦′(𝑥) =

𝑥− 𝐶1√︁
𝜆2 − (𝑥− 𝐶1)2

.

Откуда окончательно получаем, что

(𝑥− 𝐶1)2 + (𝑦 − 𝐶2)2 = 𝜆2 .

Поскольку система координат ортонормированная, то по-
лученное уравнение, определяющее искомую функцию
𝑦(𝑥), есть уравнение окружности радиусом |𝜆| с центром
в точке 𝐴(𝐶1, 𝐶2) , проходящей через точки с координа-
тами (𝑎, 0) и (𝑏, 0). См. рис. 7.2.

Рис. 7.2. К решению задачи 7.4.2
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Решение
получено.

Условия 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0 , записанные в виде⎧⎨⎩ (𝑎− 𝐶1)2 + 𝐶2
2 = 𝜆2 ,

(𝑏− 𝐶1)2 + 𝐶2
2 = 𝜆2 ,

дают 𝐶1 =
𝑎+ 𝑏

2
.

Пусть угол ∠𝑎𝐴𝑏 равен 2𝛼 . Тогда в силу свойств окруж-
ности (известных из курса элементарной геометрии) бу-
дет справедливо равенство

sin𝛼

𝛼
=
𝑏− 𝑎

𝐷
.

Поскольку это уравнение (в условиях задачи) всегда од-
нозначно разрешимо относительно 𝛼 , то значения пара-
метров 𝜆 и 𝐶2 также однозначно могут быть найдены из
соотношений

𝜆 =
2𝛼

𝐷
и 𝐶2 = 𝜆 cos𝛼 .

Рассмотренные изопериметрические задачи допускают следующее
обобщение: условие связи может быть не единственным. В этом случае
лагранжиан будет иметь несколько слагаемых, каждый из которых
зависит от своего множителя Лагранжа. Теорема 7.4.1 обобщается на
этот случай естественным образом.

Задача Лагранжа

В приложениях достаточно часто встречается класс условных ва-
риационных задач, условия связи в которых могут задаваться для
вектор-функций и притом необязательно в интегральной форме. При-
мером такой условной вариационной задачи служит так называемая
задача Лагранжа. Приведем ее постановку.
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Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝, 𝑞) и 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) — дважды непрерывно дифферен-
цируемые функции, заданные на 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и {𝑦; 𝑧; 𝑝; 𝑞} ∈ (−∞,+∞).

Пусть функционал

𝐽(𝑦, 𝑧) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹
(︁
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥), 𝑦′(𝑥), 𝑧′(𝑥)

)︁
𝑑𝑥

является целевым (то есть необходимо найти его слабый экстремум)
на множестве пар функций

{︁
𝑦(𝑥); 𝑧(𝑥)

}︁
таких, что

𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥) ∈ 𝒞1[𝑎, 𝑏] ;

𝑦(𝑎) = 𝐴1, 𝑦(𝑏) = 𝐵1, 𝑧(𝑎) = 𝐴2, 𝑧(𝑏) = 𝐵2 ;

𝑔
(︁
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥)

)︁
= 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Геометрически задача Лагранжа может быть интерпретирована
следующим образом. Пусть в 𝐸3 уравнение 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 задает глад-
кую поверхность 𝑆, а вектор-функция ‖ 𝑡 𝑦(𝑡) 𝑧(𝑡)‖T – непрерывно
дифференцируемую линию 𝐿. Тогда в задаче Лагранжа требуется най-
ти линию 𝐿, лежащую на поверхности 𝑆 и проходящую через точки
{𝑎,𝐴1, 𝐴2} и {𝑏, 𝐵1, 𝐵2}, на которой рассматриваемый целевой функ-
ционал достигает слабого локального экстремума.

Задача Лагранжа может быть сведена к простейшей вариационной
задаче исключением при помощи соотношения 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 из условий
задачи одной из функций 𝑦(𝑥) или 𝑧(𝑥). Этот метод очевиден.

Однако на практике более эффективным оказывается другой под-
ход. Введем в рассмотрение лагранжиан вида

𝐿 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′) + 𝜆(𝑥) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) ,

где 𝜆(𝑥) — некоторая непрерывная на [𝑎, 𝑏] функция. И пусть, кроме
того, (︃

𝜕𝑔

𝜕𝑦

)︃2

+

(︃
𝜕𝑔

𝜕𝑧

)︃2

> 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] . (7.4.4)

Тогда справедлива
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Теорема
7.4.2

Пусть пара дважды непрерывно дифференциру-
емых функций

{︁
𝑦*(𝑥); 𝑧*(𝑥)

}︁
есть решение зада-

чи Лагранжа, тогда существует такая функция
𝜆(𝑥) ∈ 𝒞[𝑎, 𝑏], что пара функций

{︁
𝑦*(𝑥); 𝑧*(𝑥)

}︁
удов-

летворяет системе уравнений Эйлера вида⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝐿

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= 0 ,

𝜕𝐿

𝜕𝑧
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑧′
= 0 .

Доказательство

Предположим вначале, что 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − 𝑈(𝑥, 𝑦) , то есть
поверхность 𝑆 задается уравнением 𝑧 = 𝑈(𝑥, 𝑦). Тогда целе-
вой функционал задачи Лагранжа имеет следующий вид:

𝐽 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹

(︃
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑈(𝑥, 𝑦(𝑥)), 𝑦′(𝑥),

(︃
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝑈

𝜕𝑦

)︃)︃
𝑑𝑥

или просто

𝐽 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺
(︁
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 .

Составим для него уравнение Эйлера:

𝜕𝐺

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐺

𝜕𝑦′
= 0 .

Будем теперь обозначать частные производные, записывая
переменные, по которым производные берутся, в виде ниж-
него индекса, а производную по независимой переменной 𝑥
будем обозначать штрихом. Тогда по правилу дифференци-
рования сложной функции для левой части уравнения Эй-
лера имеем
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𝐹𝑦 + 𝐹𝑧 · 𝑈𝑦 + 𝐹𝑧′ (𝑈𝑥𝑦 + 𝑈𝑦𝑦) − (𝐹𝑦′)
′ − (𝐹𝑧′ · 𝑈𝑦)

′
=

= 𝐹𝑦 − (𝐹𝑦′)
′
+ 𝑈𝑦

(︀
𝐹𝑧 − (𝐹𝑧′)

′)︀
,

поскольку

(𝐹𝑧′ · 𝑈𝑦)
′

= 𝑈𝑦 · (𝐹𝑧′)
′
+ 𝐹𝑧′ · (𝑈𝑥𝑦 + 𝑈𝑦𝑦 · 𝑦′) .

Правая часть уравнения Эйлера есть 0, поэтому, приняв во
внимание, что 𝑔𝑧 = 1 и 𝑔𝑦 = −𝑈𝑦 , запишем уравнение Эйле-
ра в виде

𝐹𝑦 − (𝐹𝑦′)
′

𝑔𝑦
=
𝐹𝑧 − (𝐹𝑧′)

′

𝑔𝑧
.

Каждая из частей этого равенства есть функция от 𝑥. Если
их обозначить как −𝜆(𝑥), то мы приходим к системе, ука-
занной в условии теоремы.

В случае, когда уравнение 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 не разрешимо отно-
сительно 𝑧 в явном виде, можно применить (в силу условия
(7.4.4)) теорему о неявных функциях, которая позволяет ло-
кально представить 𝑧 как функцию от 𝑥 и 𝑦.

Теорема доказана.

7.5. Замечания о достаточных
условиях оптимальности
в задачах вариационного исчисления

Формулировка достаточных условий слабого экстремума для прос-
тейшей задачи вариационного исчисления основана на использовании
более сложного, чем первая вариация понятия – второй вариации це-
левого функционала, который можно рассматривать как обобщение
второго дифференциала функции многих переменных.

Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) —- трижды непрерывно дифференцируемая при
всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ (−∞,+∞) и 𝑝 ∈ (−∞,+∞) функция. Рассмотрим
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функционал

𝐽(𝑦) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹

(︂
𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 (7.5.1)

на множестве 𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝒞1[𝑎, 𝑏] функций 𝑦(𝑥), удовлетворяющих усло-

виям 𝑦(𝑎) = 𝐴 и 𝑦(𝑏) = 𝐵.

Дадим определение второй вариации функционала (7.5.1) по схеме
аналогичной, использованной в § 7.1, для первой вариации. Рассмот-
рим функцию 𝑦(𝑥, 𝛼) = 𝑦(𝑥) +𝛼ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏], где 𝛼 – вещественный
параметр, а ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] – допустимая вариация 𝑦(𝑥) – аргумента ис-
следуемого функционала (7.5.1). Как и раньше, будем рассматривать
множество значений функционала

𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹

(︂
𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝛼ℎ(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝛼ℎ′(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 (7.5.2)

при |𝛼| ≤ 𝜀.

При сделанных предположениях (для малых по модулю значе-
ний 𝛼) функционал 𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ) является дважды непрерывно диффе-
ренцируемой функцией 𝛼. Его можно рассматривать как собственный
интеграл, зависящий от параметра 𝛼, для которого справедлива, упо-
мянутая в § 7.1, теорема Лейбница, согласно которой

𝑑2𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

=

=

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
ℎ2(𝑥) + 2

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦′
ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥) +

𝜕2𝐹

𝜕𝑦′2
ℎ′

2
(𝑥)

)︃
𝑑𝑥 . (7.5.3)

Определение
7.5.1

Выражение
𝑑2𝐽(𝑦 + 𝛼ℎ)

𝑑𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼=0

называется второй вариацией функционала 𝐽(𝑦)
на функции 𝑦(𝑥) ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏].
Вторую вариацию принято обозначать 𝛿2𝐽(𝑦, ℎ).
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Преобразуем выражение для 𝛿2𝐽(𝑦, ℎ), проинтегрировав по частям
второе слагаемое в подынтегральной функции (7.5.3):

𝛿2𝐽(𝑦, ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
ℎ2(𝑥) 𝑑𝑥 +

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦′
ℎ2(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑏

𝑎

−
𝑏∫︁

𝑎

ℎ2(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦′
𝑑𝑥+

+

𝑏∫︁
𝑎

𝜕2𝐹

𝜕𝑦′2
ℎ′

2
(𝑥) 𝑑𝑥 .

Внеинтегральное слагаемое, очевидно, рано нулю, поэтому в итоге мы
получаем ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] :

𝛿2𝐽(𝑦, ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

(︂
𝑃 (𝑥)ℎ′

2
(𝑥) +𝑄(𝑥)ℎ2(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 , (7.5.4)

где

𝑃 (𝑥) =
𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦′2
,

𝑄(𝑥) =
𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦2
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

𝜕𝑦𝜕𝑦′
.

Выражение (7.5.4) является квадратичным функционалом при фикси-
рованном 𝑦(𝑥) и ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] .

Как и в случае экстремальных задач для функций многих пере-
менных, в вариационном исчислении понятие второй вариации исполь-
зуется для формулировки достаточных условий оптимальности целе-
вого функционала (7.5.1).

Определение
7.5.2

Квадратичный функционал

Ψ(𝑦, ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

(︂
𝑃 (𝑥)ℎ′

2
(𝑥) +𝑄(𝑥)ℎ2(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 ,

называется положительно определенным, если
существует 𝛿 > 0 такое, что
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Определение
7.5.2

Ψ(𝑦, ℎ) ≥ 𝛿

𝑏∫︁
𝑎

(︂
ℎ′

2
(𝑥) + ℎ2(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] .

Если же

Ψ(𝑦, ℎ) ≤ −𝛿
𝑏∫︁

𝑎

(︂
ℎ′

2
(𝑥) + ℎ2(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 ,

то этот функционал называется отрицательно
определенным.

Следующая теорема формулирует достаточные условия существо-
вания слабого экстремума, используя понятие второй вариации.

Теорема
7.5.1

Если
– 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏],
– 𝛿𝐽(𝑦*, ℎ) = 0 ∀ℎ(𝑥) ∈ 𝒞1

00[𝑎, 𝑏] и
– функционал 𝛿2𝐽(𝑦*, ℎ), определяемый форму-

лой (7.5.4), положительно определенный,
то функция 𝑦*(𝑥) – решение простейшей задачи
вариационного исчисления, то есть строгий сла-
бый локальный минимум функционала (7.5.1).

Доказательство

Можно найти в [1, 3] .

Теорема доказана.

Непосредственный анализ знака функционала 𝛿2𝐽(𝑦*, ℎ) является
весьма сложной с практической точки зрения задачей. Альтернатив-
ный подход заключается в использовании уравнения Эйлера для дан-
ного функционала, которое имеет вид

𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑃
𝑑ℎ

𝑑𝑥

)︃
−𝑄ℎ = 0 . (7.5.5)
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Не рассматривая в деталях рассуждения, выполненные вначале Ле-
жандром и уточненные позднее Якоби (их можно найти, например,
в [1]), отметим лишь, что исходя из этого уравнения можно показать,
что справедлива

Теорема
7.5.2

Если

– 𝑦*(𝑥) ∈ 𝒞1
𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏],

– для 𝑦*(𝑥) = 0 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
𝜕2𝐹

𝜕𝑦′2
> 0 и

– решение уравнения (7.5.5) не имеет нулей на
(𝑎, 𝑏) ,

то функция 𝑦*(𝑥) – решение простейшей зада-
чи вариационного исчисления, иначе говоря, есть
строгий слабый локальный минимум функциона-
ла (7.5.1).

Доказательство

Основная идея доказательства заключается в отыскании
функции 𝑤(𝑥) ∈ 𝒞1

𝐴𝐵 [𝑎, 𝑏] такой, что

𝛿2𝐽(𝑦*, ℎ) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑃 (𝑥)

(︃
ℎ′(𝑥) +

𝑤(𝑥)

𝑃 (𝑥)
ℎ(𝑥)

)︃2

𝑑𝑥 .

Теорема доказана.

В заключение отметим, что хотя очевидной альтернативой приме-
нению теорем 7.5.1 и 7.5.2 является использование определения экс-
тремума функционала (7.5.1) (см., например, решение задачи 7.1.1),
следует иметь в виду, что стандартные методы исследования на экс-
тремум функций многих переменных в задачах вариационного исчис-
ления могут иметь ограниченную применимость.

Проиллюстрируем эту особенность задач вариационного исчисле-
ния следующим примером.
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Теорема
7.5.3
(Нера-
венство
Виртин-
гера)

Пусть функция ℎ(𝑥)
– непрерывна на [0, 𝜋],
– ℎ(0) = ℎ(𝜋) = 0 и
– имеет производную с интегрируемым квад-

ратом на (0, 𝜋) ,
тогда справедливо неравенство

𝐼 =

𝜋∫︁
0

(︁
ℎ′

2
(𝑥) − ℎ2(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 ≥ 0 . (7.5.6)

Доказательство

Воспользуемся соотношением

−1 = ctg2𝑥−
1

sin2 𝑥
, 𝑥 ∈ (0, 𝜋) .

Тогда

𝐼 =

𝜋∫︁
0

(︃
ℎ′

2
(𝑥) + ℎ2(𝑥)ctg2𝑥−

ℎ2(𝑥)

sin2 𝑥

)︃
𝑑𝑥 =

=

𝜋∫︁
0

(︁
ℎ′

2
(𝑥) + ℎ2(𝑥)ctg2𝑥

)︁
𝑑𝑥−

𝜋∫︁
0

ℎ2(𝑥)

sin2 𝑥
𝑑𝑥 .

Проинтегрировав второе слагаемое по частям, получим

𝐼 =

𝜋∫︁
0

(︁
ℎ′

2
(𝑥) + ℎ2(𝑥)ctg2𝑥

)︁
𝑑𝑥+

+ℎ2(𝑥)ctg𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
0

−
𝜋∫︁

0

2ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥)ctg𝑥 𝑑𝑥 .

Проинтегрированная часть равна нулю, поскольку в силу
условий теоремы в правой полуокрестности точки 𝑥 = 0 име-
ем ℎ(0 + ∆𝑥) ∼ ∆𝑥 . Аналогично для левой полуокрестности
точки 𝑥 = 𝜋 используем, что ℎ(𝜋 − ∆𝑥) ∼ ∆𝑥 .
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Окончательно получаем

𝐼 =

𝜋∫︁
0

(︁
ℎ′

2
(𝑥) − 2ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥)ctg𝑥+ ℎ2(𝑥)ctg2𝑥

)︁
𝑑𝑥 =

=

𝜋∫︁
0

(ℎ′(𝑥) − ℎ(𝑥)ctg𝑥)
2
𝑑𝑥 ≥ 0 .

Теорема доказана.

Используя аппарат функционального анализа, к заключению о
справедливости неравенства (7.5.6) можно также прийти следующи-
ми рассуждениями.

В условиях теоремы 7.5.3 продолжим функцию ℎ(𝑥) на отрезок
[−𝜋, 𝜋] нечетным образом. Тогда разложения в ряд Фурье по стан-
дартной тригонометрической системе для функций ℎ(𝑥) и ℎ′(𝑥) будут

ℎ(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥 и ℎ′(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑘 𝑏𝑘 cos 𝑘𝑥 ,

причем, в силу равенства Парсеваля:
𝜋∫︁

−𝜋

ℎ2(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

𝑏2𝑘 и
𝜋∫︁

−𝜋

ℎ′2(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑏2𝑘 .

Функции ℎ2(𝑥) и ℎ′2(𝑥) четные по построению, поэтому

𝐼 =

𝜋∫︁
0

(︁
ℎ′

2
(𝑥) − ℎ2(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 =

1

2

𝜋∫︁
−𝜋

(︁
ℎ′

2
(𝑥) − ℎ2(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 =

=
𝜋

2

+∞∑︁
𝑘=1

(︂(︀
𝑘2 − 1

)︀
𝑏2𝑘

)︂
≥ 0 ,

поскольку 𝑘 ≥ 1 .

Таким образом, тот факт, что подынтегральная функция предста-
вима в виде разности полных квадратов, вообще говоря, не позволяет
сделать заключение об отсутствии у функционала знаковой опреде-
ленности – в данном примере функции ℎ(𝑥) и ℎ′(𝑥) не являются неза-
висимыми.
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Приложение.
Метод корневых векторов
решения систем линейных
дифференциальных
уравнений с постоянными
коэффициентами

В данном приложении дается описание и краткое обоснование ме-
тода решения систем линейных уравнений с постоянными коэффи-
циентами, не требующего построения жорданова базиса.

Конкретно рассмотрим линейную однородную систему уравнений
вида

�̇�𝑖(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡) ∀𝑖 = [1, 𝑛]

или же в матричной форме

‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ , (Pr.0.1)

где

‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , ‖𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .
𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .
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Вектор-функция ‖𝑥(𝑡)‖, имеющая 𝑛 скалярных компонент вида
𝑥𝑗(𝑡) , 𝑗 = [1, 𝑛], являющаяся решением системы (Pr. 0.1), будет удо-
влетворять следующим соотношениям:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖𝑥‖ = ‖𝐸‖‖𝑥‖ ,
‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖ ,
‖�̈�‖ = ‖𝐴‖‖�̇�‖ = ‖𝐴‖‖𝐴‖‖𝑥‖ = ‖𝐴‖2‖𝑥‖ ,
‖𝑥(3)‖ = ‖𝐴‖3‖𝑥‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‖𝑥(𝑛)‖ = ‖𝐴‖𝑛‖𝑥‖ ,

(Pr.0.2)

где ‖𝐸‖ – единичная матрица порядка 𝑛.

Будем рассматривать матрицу ‖𝐴‖ как матрицу некоторого линей-
ного преобразования, действующего в 𝑛-мерном унитарном простран-
стве 𝑈𝑛 с ортонормированным базисом, и пусть

𝐿(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝛼1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝛼𝑛−1𝜆+ 𝛼𝑛 = det (‖𝐴‖ − 𝜆‖𝐸‖)

есть характеристический многочлен этого преобразования.
Тогда, согласно доказываемой в курсе линейной алгебры теоремы

Гамильтона–Кэли, 𝐿(‖𝐴‖) = ‖𝑂‖, где ‖𝑂‖ — квадратная нулевая мат-
рица 𝑛-го порядка. Если учесть определение 3.4.1, описывающее воз-
ведение квадратной матрицы в целую степень, то утверждение этой
теоремы можно записать в виде

𝐿(‖𝐴‖) = ‖𝐴‖𝑛 + 𝛼1‖𝐴‖𝑛−1 + . . .+ 𝛼𝑛−1‖𝐴‖ + 𝛼𝑛‖𝐸‖ = ‖𝑂‖ .

Умножив теперь первое равенство в (Pr. 0.2) на 𝛼𝑛, второе на 𝛼𝑛−1,
. . . , последнее на единицу, и сложив полученные равенства, получим

‖𝑥‖(𝑛) + 𝛼1‖𝑥‖(𝑛−1) + . . .+ 𝛼𝑛−1‖�̇�‖ + 𝛼𝑛‖𝑥‖ =

=

(︂
‖𝐴‖𝑛+𝛼1‖𝐴‖𝑛−1+. . .+𝛼𝑛−1‖𝐴‖+𝛼𝑛‖𝐸‖

)︂
‖𝑥‖ = 𝐿(‖𝐴‖)‖𝑥‖ = ‖𝑜‖ .

Если последнее столбцовое равенство расписать покомпонентно, то по-
лучится, что каждая из функций 𝑥𝑗(𝑡) ∀𝑗 = [1, 𝑛] является решением

дифференциального уравнения 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 = 0, где ̂︀𝐷 =
𝑑

𝑑𝑡
– оператор

дифференцирования.
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Согласно теореме 2.3.1, общее решение линейного однородного
уравнения с постоянными коэффициентами 𝐿( ̂︀𝐷)𝑦 = 0 может быть
записано в виде

𝑦(𝑡) =

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂
ℎ𝑚1 + ℎ𝑚2

𝑡

1!
+ . . .+ ℎ𝑚𝑘𝑚

𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡 ,

где 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠 – попарно различные корни характеристического
многочлена 𝐿(𝜆), 𝑘1, 𝑘2, . . . 𝑘𝑠 – кратности этих корней, а ℎ𝑚𝑘𝑚

–
некоторые комплексные константы.

Следовательно, ∀𝑗 = [1, 𝑛] компоненты вектор-функции ‖𝑥(𝑡)‖ –
решения исходной системы (Pr. 0.1) – имеют вид

𝑥𝑗(𝑡) =

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂
ℎ𝑗𝑚1 + ℎ𝑗𝑚2

𝑡

1!
+ . . .+ ℎ𝑗𝑚𝑘𝑚

𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡

или в столбцовом формате

‖𝑥(𝑡)‖ =

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂
‖ℎ𝑚1‖+‖ℎ𝑚2‖

𝑡

1!
+ . . .+‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖
𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡 . (Pr.0.3)

Теперь выясним, как связаны между собой столбцы

{ ‖ℎ𝑚1‖, ‖ℎ𝑚2‖, . . . , ‖ℎ𝑚𝑘𝑚‖ ∀𝑚 = [1, 𝑠] } .

Такая связь должна существовать, поскольку множество частных ре-
шений системы (Pr. 0.1) является 𝑛-мерным линейным пространством,
и, следовательно, формула общего решения должна содержать ровно
𝑛 произвольных комплексных констант.

Подставим выражения (Pr. 0.3) в исходную систему (Pr. 0.1), полу-
чим

‖�̇�(𝑡)‖ =

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂
‖ℎ𝑚2‖ + ‖ℎ𝑚3‖

𝑡

1!
+ . . .+ ‖ℎ𝑚(𝑘𝑚−1)‖

𝑡𝑘𝑚−2

(𝑘𝑚 − 2)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡+

+

𝑠∑︁
𝑚=1

𝜆𝑚

(︂
‖ℎ𝑚1‖ + ‖ℎ𝑚2‖

𝑡

1!
+ . . .+ ‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖
𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡 =

=

𝑠∑︁
𝑚=1

‖𝐴‖
(︂
‖ℎ𝑚1‖+‖ℎ𝑚2‖

𝑡

1!
+. . .+‖ℎ𝑚𝑘𝑚‖

𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡 = ‖𝐴‖‖𝑥(𝑡)‖ .
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Введя обозначения ‖𝐵𝑚‖ = ‖𝐴‖ − 𝜆𝑚‖𝐸‖ ∀𝑚 = [1, 𝑠] и перегруп-
пировав слагаемые, находим, что

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂(︀
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚1‖ − ‖ℎ𝑚2‖

)︀
+
(︀
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚2‖ − ‖ℎ𝑚3‖

)︀ 𝑡
1!

+ . . .+

+
(︀
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚(𝑘𝑚−1)‖ − ‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖
)︀ 𝑡𝑘𝑚−2

(𝑘𝑚 − 2)!
+

+‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚𝑘𝑚‖
𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
𝑒𝜆𝑚𝑡 ≡ ‖𝑜‖ .

Откуда, в силу линейной независимости набора функций{︂
1, 𝑡, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘𝑚−1

}︂
,

∀𝑚 = [1, 𝑠] получаем систему равенств⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚1‖ = ‖ℎ𝑚2‖ ,
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚2‖ = ‖ℎ𝑚3‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚(𝑘𝑚−1)‖ = ‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖ ,
‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖ = ‖𝑜‖ .

Заметим, что последняя система может быть записана в другом,
более удобном для практического использования виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
‖ℎ𝑚2‖ = ‖𝐵𝑚‖‖ℎ𝑚1‖ ,
‖ℎ𝑚3‖ = ‖𝐵𝑚‖2‖ℎ𝑚1‖ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‖ℎ𝑚𝑘𝑚

‖ = ‖𝐵𝑚‖𝑘𝑚−1‖ℎ𝑚1‖ ,
‖𝐵𝑚‖𝑘𝑚‖ℎ𝑚1‖ = ‖𝑜‖ .

(Pr.0.4)

Система (Pr. 0.4) позволяет выразить в формуле (Pr. 0.3) все столб-
цы ‖ℎ𝑚𝑗‖ через ‖ℎ𝑚1‖ , и в этом случае необходимость в индексе «1»
отпадает. Дадим
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Определение
Pr. 0.1

Уравнение ‖𝐵𝑚‖𝑘𝑚‖ℎ𝑚‖ = ‖𝑜‖ называется корне-
вым уравнением, отвечающим собственному зна-
чению 𝜆𝑚 матрицы ‖𝐴‖. Всякий столбец, являю-
щийся решением корневого уравнения называет-
ся корневым вектором.
Наконец, множество всех корневых векторов об-
разует подпространство в 𝑈𝑛, называемое корне-
вым подпространством, отвечающим собствен-
ному значению 𝜆𝑚 матрицы ‖𝐴‖.

Учитывая формулу (Pr. 0.3) и условия (Pr. 0.4), мы приходим к
заключению, что справедлива

Теорема
Pr. 0.1

Общее решение системы (Pr. 0.1) имеет вид

‖𝑥(𝑡)‖ =

𝑠∑︁
𝑚=1

(︂
‖𝐸‖ + ‖𝐵𝑚‖

𝑡

1!
+ ‖𝐵𝑚‖2

𝑡2

2!
+ . . .

. . .+ ‖𝐵𝑚‖𝑘𝑚−1 𝑡𝑘𝑚−1

(𝑘𝑚 − 1)!

)︂
‖ℎ𝑚‖𝑒𝜆𝑚𝑡 , (Pr.0.5)

где
{︂
‖ℎ1‖, ‖ℎ2‖, . . . , ‖ℎ𝑠‖

}︂
– произвольные кор-

невые векторы, соответственно отвечающие соб-

ственным значениям
{︂
𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠

}︂
.

Доказательство

Следует из соотношений (Pr. 0.3) и (Pr. 0.4).

Теорема доказана.
В заключение продемонстрируем использование формулы (Pr. 0.5)

на следующих примерах.

Задача
Pr.0.1

Решить систему линейных уравнений⎧⎨⎩ �̇� = −𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 ,
�̇� = 4𝑥 + 𝑦 ,
�̇� = 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 .
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Решение Поскольку матрица системы есть

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1 1 −2

4 1 0
2 1 −1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , то

корни характеристического уравнения найдем из условия

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1 − 𝜆 1 −2

4 1 − 𝜆 0
2 1 −1 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 ,

которое сводится к уравнению (𝜆+ 1)(1 − 𝜆2) = 0 .

Это уравнение имеет два различных корня: 𝜆1 = 1 крат-
ности 1 и 𝜆2 = −1 кратности 2. При этом

‖𝐵1‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 1 −2

4 0 0
2 1 −2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ и ‖𝐵2‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 −2

4 2 0
2 1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Столбец ‖ℎ1‖ = ‖𝜉11𝜉21𝜉31‖T находим из матричного
уравнения⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2 1 −2

4 0 0
2 1 −2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉11
𝜉21
𝜉31

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⇒

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉11
𝜉21
𝜉31

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Для случая 𝜆2 = −1 – корня кратности 2, сначала решаем
уравнение ‖𝐵2‖‖ℎ2(1)‖ = ‖𝑜‖, то есть⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 −2

4 2 0
2 1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉12(1)
𝜉22(1)
𝜉32(1)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ⇒

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉12(1)
𝜉22(1)
𝜉32(1)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Затем мы решаем корневое уравнение ‖𝐵2‖2‖ℎ2(2)‖ = ‖𝑜‖.
В нашем случае

‖𝐵2‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 −2

4 2 0
2 1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 −2

4 2 0
2 1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 0 0

8 8 −8
4 4 −4

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .
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Поэтому в координатной форме корневое уравнение сво-
дится к скалярному равенству

𝜉12(2) + 𝜉22(2) − 𝜉32(2) = 0 .

Откуда для множества решений корневого уравнения по-
лучаем формулу

‖ℎ2(2)‖ = 𝐷2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

0
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

1
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝐷2

𝐷3

𝐷2 +𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,

где 𝐷2 и 𝐷3 – произвольные константы.
Наконец, для использования формулы (Pr. 0.5) необходи-
мо вычислить

‖𝐵2‖‖ℎ2(2)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 1 −2

4 2 0
2 1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝐷2

𝐷3

𝐷2 +𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −2𝐷2 − 𝐷3

4𝐷2 + 2𝐷3

2𝐷2 + 𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = (2𝐷2 +𝐷3)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Теперь мы можем записать общее решение⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐷1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡+

+

⎡⎣ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 𝐷2

𝐷3

𝐷2 +𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ (2𝐷2 +𝐷3)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑡
⎤⎦ 𝑒−𝑡 ,

где 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3 – произвольные константы.
При желании вид общего решения можно изменить, при-
ведя его к стандартному (жорданову) формату. Проверь-
те самостоятельно, что заменив произвольные константы
по формулам ⎧⎨⎩ 𝐷1 = 𝐶1 ,

𝐷2 = −𝐶2 + 𝐶3 ,
𝐷3 = 2𝐶2 − 𝐶3 ,
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Решение
получено.

мы получим следующую формулу для общего решения
исходной системы⃦⃦⃦⃦

⃦⃦ 𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒𝑡 + 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒−𝑡+

+𝐶3

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 1
1
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑡
⎞⎠ 𝑒−𝑡 ,

где 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные константы.

Задача
Pr.0.2

Решить систему линейных уравнений⎧⎨⎩ �̇� = 2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 ,
�̇� = −6𝑥 − 6𝑦 + 𝑧 ,
�̇� = −4𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 .

Решение Матрица системы есть

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 3 −1

−6 −6 1
−4 −2 −2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . Корни харак-

теристического уравнения находятся из условия

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 − 𝜆 3 −1

−6 −6 − 𝜆 1
−4 −2 −2 − 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 ,

которое можно привести к виду (𝜆+ 2)3 = 0 . То есть ха-
рактеристическое уравнение имеет единственный корень
𝜆1 = −2 кратности 3.

В рассматриваемом случае

‖𝐵1‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 4 3 −1

−6 −4 1
−4 −2 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , ‖𝐵1‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2 2 −1

−4 −4 2
−4 −4 2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
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и

‖𝐵1‖3 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 0 0

0 0 0
0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Решаем корневое уравнение ‖𝐵1‖3‖ℎ(1)‖ = ‖𝑜‖. Его реше-
ние очевидное: ‖ℎ1‖ = ‖𝐷1𝐷2𝐷3 ‖T , где 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3 –
произвольные константы.

Поэтому

‖𝐵1‖‖ℎ(1)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 4𝐷1 + 3𝐷2 − 𝐷3

−6𝐷1 − 4𝐷2 + 𝐷3

−4𝐷1 − 2𝐷2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

и

‖𝐵1‖2‖ℎ(1)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2𝐷1 + 2𝐷2 − 𝐷3

−4𝐷1 − 4𝐷2 + 2𝐷3

−4𝐷1 − 4𝐷2 + 2𝐷3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

= (2𝐷1 + 2𝐷2 −𝐷3) ‖ 1 − 2 − 2‖T .

Согласно (Pr. 0.5) общее решение системы записывается
в виде⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

(︃
‖‖ℎ(1)‖ +

1

1!
‖𝐵1‖‖ℎ(1)‖ +

1

2!
‖𝐵1‖2‖ℎ(1)‖

)︃
𝑒−2𝑡,

который при помощи подходящей замены неопределен-
ных коэффициентов можно представить как⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

⎡⎣𝐶1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ 𝐶2

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ −2
3
2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

𝑡

1!

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎞⎠+

Решение
получено.

+𝐶3

⎛⎝ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ −1
1
1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

𝑡

1!

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 2

3
2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

𝑡2

2!

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ −1

2
2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎞⎠⎤⎦ 𝑒−2𝑡 ,

𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 – произвольные комплексные константы.
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