
Вопрос 27

Линейные обыкновенные дифференциальные уравнения с постоянны-
ми коэффициентами и правой частью — квазимногочленом.

Определение
27-1

Уравнение вида

𝑦(𝑛)(𝑥)+𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1)(𝑥)+ . . .+𝑎1𝑦

′(𝑥)+𝑎0𝑦(𝑥) = 𝑏(𝑥) ,
(27− 1)

где комплексные числа 𝑎0, 𝑎1, . . . 𝑎𝑛−1 известны,
функция 𝑏(𝑥) известна, непрерывна ∀𝑥 ∈ 𝑋 ⊆ R и
имеет комплексные значения,
а искомая комплекснозначная функция 𝑦(𝑥) 𝑛 раз
непрерывно дифференцируема ∀𝑥 ∈ 𝑋,
называется линейным дифференциальным уравне-
нием 𝑛−го порядка с постоянными коэффициента-
ми.

Это уравнение называется линейным, поскольку неизвестная функ-
ция и ее производные входят в (27-1) линейно, хотя функция 𝑏(𝑥), во-
обще говоря, нелинейна.

Если функция 𝑏(𝑥) имеет вид

𝑏(𝑥) =
(︁
𝛽0 + 𝛽1𝑥+ . . . + 𝛽𝑘𝑥

𝑘
)︁
𝑒𝜇𝑥 ,

где 𝛽𝑗 𝑗 ∈ [0, 𝑘] и 𝜇 — некоторые комплексны константы, то она на-
зывается квазимногочленом степени 𝑘 с параметром 𝜇.
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Если 𝑏(𝑥) ≡ 0, то уравнение

𝑦(𝑛)(𝑥) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1)(𝑥) + . . . + 𝑎1𝑦

′(𝑥) + 𝑎0𝑦(𝑥) = 0 (27− 2)

называется однородным.

Справедливы следующие утверждения.

Лемма
27-1

Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) суть два частных решения од-
нородного уравнения (29-2), то 𝐶1𝑦1(𝑥) +𝐶2𝑦2(𝑥) –
также частное решение этого уравнения ∀ 𝐶1, 𝐶2.

Лемма
27-2

Если 𝑦0(𝑥) – частное решение однородного (27-2),
а 𝑦*(𝑥) – частное решение неоднородного уравне-
ния (27-1), то 𝑦0(𝑥) + 𝑦*(𝑥) есть частное решение
неоднородного уравнения (27-1).

Лемма
27-3

Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) суть два частных решения неод-
нородного уравнения (27-1), то 𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥) есть
частное решение однородного уравнения (27-2).
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Теорема
27-1

Для множества частных решений однородного
уравнения (27-2) справедливы утверждения:

1∘. Множество всех частных решений одно-
родного уравнения (27-2) является линей-
ным пространством размерностью 𝑛, бази-
сом в котором может служить любой фун-
даментальный набор решений.

2∘. Общее решение уравнения (27-2) есть со-
вокупность всевозможных линейных ком-
бинаций функций из фундаментального
набора решений.

Теорема
27-2

Общее решение неоднородного уравнения (27-1)
есть сумма общего решения однородного (27-2)
и некоторого частного решения неоднородного
уравнения (27-1).
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Общее решение однородного уравнения 27-2

Алгебраическое уравнение вида

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝜆+ 𝑎𝑛 = 0 (27− 3)

называется характеристическим уравнением уравнения (27-2).
Пусть попарно не равные друг другу корни уравнения (27-3) суть

числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑠 , имеющие соответственно кратности равные
𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑠 .

В этом случае уравнение (27-3) может быть записано так:

(𝜆− 𝜆1)
𝑘1(𝜆− 𝜆2)

𝑘2 . . . (𝜆− 𝜆𝑠)
𝑘𝑠 = 0 ,

при этом, как известно из курса алгебры, 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑠 = 𝑛 .
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Теорема
27-3

Общее решение уравнения (27-2) имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝑃1(𝑥)𝑒
𝜆1𝑥 + 𝑃2(𝑥)𝑒

𝜆2𝑥 + . . .+ 𝑃𝑠(𝑥)𝑒
𝜆𝑠𝑥 ,

(27− 4)
где 𝑃𝑗(𝑥) ∀𝑗 = [1, 𝑠] суть алгебраические мно-

гочлены вида
𝑘𝑗∑︀

𝑚=1
𝐶𝑗𝑚𝑥

𝑚−1 , а 𝐶𝑗𝑚 – произ-
вольные комплексные константы.

Следствие
27-1

Если все корни характеристического уравнения
(27-3) 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 простые (то есть кратно-
сти единица), то общее решение уравнения (27-2)
имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑥 + . . .+ 𝐶𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑥 ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные
константы.
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Следствие
27-2

Линейное пространство, образованное частными
решениями уравнения (27-2), 𝑛-мерное.
Базисом в этом пространстве может служить лю-
бой упорядоченный набор, составленный из сле-
дующих 𝑛 функций:

Таблица 2.3.1

𝑒𝜆1𝑥 𝑒𝜆2𝑥 . . . 𝑒𝜆𝑠𝑥

𝑥𝑒𝜆1𝑥 𝑥𝑒𝜆2𝑥 . . . 𝑥𝑒𝜆𝑠𝑥

. . . . . . . . . . . .

𝑥𝑘1−1𝑒𝜆1𝑥 . . . . . . . . .

. . . . . . 𝑥𝑘𝑠−1𝑒𝜆𝑠𝑥

𝑥𝑘2−1𝑒𝜆2𝑥
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Выделение вещественных решений

Достаточно часто в вычислительной практике требуется найти все
его вещественные решения. Эти решения можно находить непосред-
ственным выделением в формуле (27-4) вещественной части.

Однако, если уравнение (27-2) имеет вещественные коэффициен-
ты, то корни характеристического уравнения (а, значит, и базисные
вектор-функции) вещественные или попарно комплексно сопряжен-
ные.

В этом случае в пространстве частных решений однородного урав-
нения (27-2) можно построить базис, состоящий только из веществен-
ных вектор-функций 𝜓𝑗(𝑥). Тогда общее вещественное решение урав-
нения (27-2) имеет вид

𝑦(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅𝑗𝜓𝑗(𝑥) ,

где 𝑅𝑗 – произвольные вещественные константы.
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Неоднородные линейные уравнения
с постоянными коэффициентами

Пусть общее решение однородного уравнения найдено. Тогда в си-
лу теоремы 27-2 для построения общего решения неоднородного урав-
нения (27-1) достаточно найти какое-нибудь частное решение этого
неоднородного уравнения.

Для произвольной непрерывной функции 𝑏(𝑥) такое решение всегда
может быть найдено в квадратурах методом вариации постоянных.

В случае, когда 𝑏(𝑥) есть квазимогочлен, вид частного решения
неоднородного уравнения определяет

Теорема
27-4

Пусть 𝑏(𝑥) квазимногочлен вида 𝑃𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, где
𝑃𝑚(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + · · · + 𝑐𝑚𝑥

𝑚 , а 𝑦*(𝑥) – некоторое
частное решение неоднородного уравнения (27-
1).

Тогда найдется алгебраический многочлен
𝑄𝑚(𝑥) = 𝑑0 + 𝑑1𝑥+ · · ·+ 𝑑𝑚𝑥

𝑚 такой, что
– 𝑦*(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, если 𝜇 не является кор-

нем характеристического уравнения (27-
3) (так называемый нерезонансный слу-
чай);

– 𝑦*(𝑥) = 𝑥𝑘𝑄𝑚(𝑥)𝑒𝜇𝑥, если 𝜇 корень харак-
теристического уравнения (27-3) кратно-
сти 𝑘 (резонансный случай).
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